














HELVETICA 
PHYSICA ACTA 


SOCIETATIS PHYSICAE HELVETICAE 
COMMENTARIA PUBLICA 


VOLUMEN XXV 


FASCICULUS QUARTUS 


BASILEAE IN AEDIBUS BIRKHAEUSER 
MCMLII 


NACHDRUCK 1968 





























HELV. PHYS. AOTA VOL. 25 FASC. 4 PaG. 807-440 BASILEAB, 80. v1. 1952 








Copyright 1952 by Schweizerische Physikalische Gesellschaft. 
Société Suisse de Physique. — Societa Fisica Svizzera. 
Nachdruck verboten. — Tous droits réservés. — Printed in Switzerland. 





Hohere mesontheoretische Naherungen zum magnetischen 
Moment des Protons 
von A. Thellung, ETH. Ziirich /T.H. Delft (Holland). 
(22. I. 1952.) 


Summary: The fourth order corrections to the magnetic moment of the proton, 
due to the coupling with a neutral pseudoscalar meson field, are calculated within 
the framework of Dyson’s radiation theory, a slightly different method of self- 
energy subtraction being used. The integrations over the Feynman parameters 
are carried out only in the approximation 6% = (u/M)? = 0. The results are 
unable to compensate the wrong second order contributions. Some questions 
concerning the renormalization of the coupling constant are discussed in detail 
and it is shown that, to a certain extent, the definition of what has to be inter- 
preted as renormalization terms is arbitrary, without modifying the quantitative 
predictions of a theory. 


§ 1. Einleitung. 


In den letzten Jahren wurde, vor allem durch Arbeiten von 
TomonaGa?), ScHwINGER?), Dyson’) und Feynman‘), eine rela- 
tivistisch invariante Form der Quantenelektrodynamik entwickelt, 
die dank der Einfiihrung des Begriffes der Massen- und Ladungs- 
renormalisation imstande ist, die Divergenzschwierigkeiten zu um- 
gehen und fiir die beobachtbaren Effekte endliche Resultate zu 
liefern. Nachdem diese Theorie fiir gewisse Phanomene glanzende 
Ubereinstimmung mit dem Experiment ergeben hatte®), war es 
naheliegend, ahnliche Rechnungen mit den Mesontheorien zu ver- 
suchen. Wie man die kleine Abweichung des magnetischen Momen- 
tes des Elektrons vom Wert, den man auf Grund der Diracschen 
Theorie erwarten wiirde, durch den Einfluss des Strahlungsfeldes 
erkliren konnte (vgl. SII), so hoffte man insbesondere auch, 
die relativ grossen anomalen magnetischen Momente von Pro- 
ton und Neutron durch ihre Kopplung an Mesonfelder in richtiger 
Grésse zu erhalten. Im Sinne einer Stérungsrechnung, die als 
ein wesentlicher Zug allen bisherigen Theorien anhaftet, wurden 
die Beitriige verschiedener Mesonfelder zu den magnetischen 
Momenten der Nukleonen in 2. Ordnung in der Kopplungskon- 
stanten durch viele Autoren berechnet*). Die Resultate zeigten, 
bei aus der Theorie der Kernkrafte in 2. Ordnung entnom- 
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menen Werten der Kopplungskonstanten, wenig Ahnlichkeit mit 
dem Experiment, und auch das von der Kopplungskonstanten 
unabhingige Verhiltnis der magnetischen Momente von Neutron 
und Proton wurde von keiner Mesontheorie richtig wiedergegeben. 
Der naheliegendste Grund fiir dieses Versagen war in der Anwendung 
der Stérungsrechnung zu suchen, da man es hier, im Gegensatz 
zur Elektrodynamik, mit einer starken Kopplung zu tun hat. Wenn 
iiberhaupt die Stérungstheorie zulassig war, so stand auf jeden Fall 
zu erwarten, dass die folgende Naherung einen Beitrag von ahn- 
licher Gréssenordnung liefern wiirde. 


Das Fehlen einer Theorie, die ohne Entwicklung nach Potenzen 
der Kopplungskonstanten auskommt, liess es deshalb als wiin- 
schenswert erscheinen, die Berechnung der anomalen magnetischen 
Momente in der 4. Ordnung zu versuchen. Dabei sollte sich erstens 
zeigen, ob sich auch in dieser Naherung alle Divergenzen als 
Renormalisationen deuten liessen. War dies der Fall, so war die 
zweite Frage, ob die Resultate imstande waren, die falschen Aus- 
sagen der 2. Ordnung zu verbessern. In der vorliegenden Arbeit 
wurde als Modell die pseudoskalare Mesontheorie mit pseudoska- 
larer Kopplung gewahlt, da diese Theorie am besten geeignet er- 
scheint, die fiir die Nukleoneigenschaften verantwortlichen Me- 
sonen zu beschreiben. Da die Rechnungen ausserordentlich umfang- 
reich werden, mussten wir uns auf ein neutrales Mesonfeld be- 
schrinken, so dass wir bloss fiir das Proton em magnetisches Mo- 
ment erhalten. 


Wiahrend sich die urspriingliche Schwingersche Methode (vgl. 
S III) fiir praktische Rechnungen in 4. Ordnung sehr kompliziert 
gestaltet, eignet sich der Feynman-Dysonsche Formalismus’*)*) 
besser. Er wurde von Karpius und Krouu’) zur Berechnung des 
anomalen magnetischen Momentes des Elektrons in 4. Ordnung 
beniitzt und wird im wesentlichen auch in der vorliegenden Arbeit 
verwendet. Eine Methode von G&HENIAU und VitLaRs§), die 
speziell fiir den Fall konstanter ausserer elektromagnetischer Fel- 
der entwickelt wurde, wiirde sich ebenfalls gut eignen, vielleicht 
auch eine Methode von KAtiEN®), bei der man direkt in der 
Heisenbergdarstellung arbeitet. Diese letzte Methode wurde kiirz- 
lich von Heser®) zur Berechnung der magnetischen Momente in 
2. Ordnung verwendet. 


Was die Frage der Divergenzen betrifft, so wird sich im Laufe der 
Rechnung zeigen, dass sich durch die Renormalisation von Proton- 
und Mesonmasse sowie der elektrischen Ladung und der Meson- 
kopplungskonstanten tatsachlich alle Unendlichkeiten in konsi- 
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stenter Weise (d.h. mit den gleichen Renormalisationen wie in 
anderen Problemen) beseitigen lassen. Inzwischen hat MatrHEws?®) 
zeigen kénnen, welche Meson-Nukleon-Wechselwirkungen mit Hilfe 
der Renormalisationsmethode in allen Naiherungen zu eindeutigen 
und konvergenten Resultaten fiihren und welche es nicht tun. 
Die hier verwendete Wechselwirkyng zwischen Proton- und Meson- 
feld gehért zur ersten Sorte. Daran andert sich nichts, wenn ein 
aiusseres elektromagnetisches Feld hinzukommt. 


Wegen des Umfanges der Rechnungen kann nur ein kleiner 
Teil der Arbeit dargestellt werden. In erster Linie sollen die Unter- 
schiede und Besonderheiten gegeniiber dem analogen Problem in 
der Elektrodynamik’) diskutiert werden. In § 2 wird die Methode 
zur Aufstellung des effektiven Energieoperators skizziert und die 
hier verwendete Methode der Massenrenormalisation erliutert. §3 
handelt von der Regularisierung der divergenten Ausdriicke. § 4 
ist den Effekten 2. Ordnung gewidmet, und die Methode zur Aus- 
fiihrung der Impulsraumintegrationen wird am Beispiel der La- 
dungsrenormalisation illustriert. In § 5 werden Probleme, die bei 
der Renormalisierung der Kopplungskonstanten auftreten, behan- 
delt. In § 6 wird das magnetische Moment 4. Ordnung berechnet. 
Die Resultate werden diskutiert und mit einer kiirzlich bekannt- 
gewordenen japanischen Arbeit iiber dasselbe Problem‘), in der 
auch geladene Mesonfelder verwendet werden, verglichen. 


§ 2. Zur Methode. Massenrenormalisation. 


Wir verwenden durchgehend natiirliche Einheiten (4 = c = 1). 
Der differentielle Hamiltonoperator in der Wechselwirkungsdarstel- 
lung lautet fiir unser Problem 


H (2) = H*(a) + H"(z), (1) 


H*(x) = —iey (z) Vu y(z) A, (2) ’ 


H! (x) =i fy (2) 5 y(2) P(x) —Ep (x) —EXy (2) . (3) 


Hier bedeutet A, das Viererpotential des ausseren elektromagne- 
tischen Feldes (c-Zahl), @® ist der Operator des (quantisierten) 
pseudoskalaren neutralen Mesonfeldes, wahrend die Protonen durch 
das (quantisierte) Spinorfeld y, y = y* y, beschrieben werden. yy 
sind die Diracschen Matrizen, y; = 7; 23 Ys. € bedeutet die elek- 
trische Ladung des Protons, f die Kopplungskonstante fiir die 
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Wechselwirkung zwischen Proton- und Mesonfeld. y, y und @ er- 
fiillen die Gleichungen der ungekoppelten Felder, 


(ryugee+M)v=0, (5%-%,—vM)=0, (4) 


(O—p?)®=0, (5) 


und die entsprechenden invarianten Vertauschungsrelationen 


{yo(2), ¥p(2')}=— Sup(z—2’) , (6) 
[P(2), (2')] =iD(z—2’), (7) 


{A,B} =4B+BA, [A,B] =AB—BA. (8) 


S in (6) ist identisch mit der Schwingerschen S-Funktion (vgl. S IT), 
wenn man dort die Elektronenmasse durch die Protonmasse M 
ersetzt. D in (7) ist gleich definiert wie das Schwingersche 4, wenn 
man die Elektronenmasse dort durch die Mesonenmasse y ersetzt. 

In (4) und (5) sowie in S und D von (6) und (7) bedeuten M = 
M, + 6M bzw. uw = fy + Ou die ,,physikalischen“ (renormalisierten) 
Massen von Proton bzw. Meson. (Mo, fp bezeichnen die ,,mathema- 
tischen‘‘ Massen der Teilchen, wie sie urspriinglich in der Hamilton- 
funktion der ungekoppelten Felder standen. 6M und dy sind die 
Anderungen dieser Massen, die durch die Wechselwirkung zwischen 
den beiden Feldern hervorgerufen werden.) Dagegen sind e und f 
die ,,mathematischen‘‘ Kopplungskonstanten; fiir sie haben wir 
Renormalisationen zu erwarten. Da in besagter Weise die Selbst- 
energien in die Hamiltonfunktion der ungekoppelten Felder auf- 
genommen sind, miissen sie in der Hamiltonfunktion der Wechsel- 
wirkung wieder subtrahiert werden. Dem wird durch den Term 
— ES — ES, in (3) Rechnung getragen*). 

E%, und E¥, sind so definiert, dass die Einteilchenterme (1 Proton- 
oder 1 Meson-Terme) der S-Matrix ohne dusseres Feld**) 


<S (C0)>, pom = <S(C°)opim = 1. (9) 


Ausserdem sind die Vakuumerwartungswerte der Selbstenergien 
so definiert, dass auch der Vakuumerwartungswert der S-Matrix 


ae <S(00)>9 pom =1. (10) 


*) Nach MatrHEews?®) miisste auch ein Term 6/ ©‘ subtrahiert werden, um die 
Meson-Meson-Streuung endlich zu machen. Da er jedoch fiir das hier interes- 
sierende Problem keine Rolle spielt, lassen wir ihn weg. 

**) § (co) ist in DI, Gl. (32) gegeben, wobei nun unter HI der Ausdruck (3) 
zu verstehen ist. 
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Aus (9) folgt direkt, bei Bildung der Einteilchenterme auf die in 
D I oder D II dargelegte Weise, dass die Selbstenergiedichten von 
Proton und Meson in 2. Ordnung in f — die Selbstenergien héherer 
Ordnung haben in unserer Naherung keinen Einfluss auf das ano- 
male magnetische Moment — gegeben sind durch 


E$(2) =— if? [d*a'[ (2) M.(2—2’) y(a’) + | 
+ (2) M,(«’—2) y(2)], (11) 


M,(t—2’) =y;S,(4—2’) y,D,(4—2’), 
und 


E§,(2) =— = if? [d*a’ Splyg8.(a—a') 758, (a’—2)] D(z) Ox’). (12) 


(Sp bedeutet Spurbildung beziiglich der y-Matrizen.) Weiter ent- 
halten die Selbstenergiedichten noch Vakuumterme, so dass 


1 , 
ES (2) + B5,(2)>9 pom = — zg if? | ata! Splys 8. (e—2’)x 
x y5S.(x’ —2)]D,(a—2’). (13) 


Dann ist auch (10) erfiillt. 
In diesen Gleichungen bezeichnen S, und D, die ,,kausalen‘ 


Funktionen 
2i iyp-M 
— eae | UP aba o*. (14) 
2i 1 ‘ 
ae | ‘kappa et. (15) 
d‘x, d*p, d*k bedeuten die reellen vierdimensionalen Volumenelemente 
dx, dx_,d%,d%,...,.... px, kx, yx, p*, k? stehen fiir die skalaren 
Produkte der Vierervektoren py 2p = PZ — Pp Mp; --+) «005 eee Ky hey = 
k? —k?. M’? = M* — ie soll angeben, dass man sich bei der Proton- 
masse einen infinitesimalen negativ-imaginéren Zusatz zu denken 
hat, der bei der po-Integration den Weg um die Pole py = + Vp?+ M? 
festlegt und den man nach der Integration nach Null gehen lasst. 
Analog bedeutet pu’? = uw? — ie. 


Aus Griinden der relativistischen Invarianz ist direkt ersichtlich, 
dass die Ausdriicke (11), (12) von der Form sind 


ES$=dMyy, ES, => 6p? @?. (16) 


6M und 6p? divergieren jedoch. 
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Wir interessieren uns fiir den 1 Proton-0 Meson-Teil des in D I 
definierten effektiven Hamiltonoperators H, 


H, (a we SIKH fgey.... fare 
< r(Z)>i pom Py nl fa ° / _ 
x<P((e), Hie'),...-, Pe ))Dipow- 


Er stellt die Dichte der potentiellen Energie eines Protons im dusse- 
ren elektromagnetischen Feld in 1. Bornscher Naherung dar und ist 
mit dem analogen Energieoperator, den man nach der invarianten 
Stérungsmethode von Scuwincer erhielte, identisch (D I, Appen- 
dix). Das Ziel ist nun, (17) zu berechnen bis zur 4. Ordnung in f. 
Daraus lasst sich dann das magnetische Moment des Protons ~ /# 
ableiten. . 

Hierbei denken wir uns die Selbstenergiedichten E$ und E%,, die 
in (17) vermége (3) vorkommen, nicht in der meist verwendeten 
Form (16), sondern in der Form (11) und (12) — mit Beriicksichti- 
gung von (13) — eingesetzt. Diese Art der Selbstenergiesubtraktion 
erwies sich in Arbeiten von Jost und LuttincEr??) und von Scuar- 
roTH!) im Rahmen der Schwingerschen Theorie als niitzlich. Sie 
lasst sich im Rahmen der Dysonschen Rechenmethoden ebenfalls 
durchfiihren. Sie ist zwar etwas weniger elegant als der iibliche 
Dysonsche Subtraktionsformalismus, hat aber den Vorteil, dass 
man in den Termen von (17), wo die abgeainderten y- und y-Ope- 
ratoren (in D II mit y’ und y’ bezeichnet) auftreten, die Renormali- 
sationen von e und f ,,von selbst“ richtig erhalt, wahrend die iib- 
liche Methode eine feinere Analyse gewisser unbestimmter Ausdriicke 
nétig macht. Wir werden dies am Schluss von § 4 noch niaher 
erlautern. 

Die Einfiihrung der Ausdriicke (11), (12) in (17) hat zur Folge, 
dass in den P-Klammern neben den Variablen x, die fiir die chro- 
nologische Reihenfolge massgebend sind, noch andere Variablen 
x” vorkommen. Fiir diese Falle miissen die Regeln zur Bildung 
der Einteilchenterme noch etwas verallgemeinert werden. Nehmen 
wir als einfaches Beispiel den Ausdruck 


oni / d‘ a’ (P(H*(2), —E%(2’))>, p (18) 
der im Term » = 1 von (17) enthalten ist. Einsetzen von (11) gibt 


zi? [dta’ [d42" <Pyas(H*(2), 9 (2’) M.(a’—2") y(2") + 
+ Poy (H*(2),  («") M.(2"— 2") y(2’))> p- 
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Wegen (2) erhalt man also P-Klammern von der Form (Spinor- 
indizes weggelassen) 


Poas(v (2) v(2), ¥ (2’) y(2")) 
und Por (v(2) y(z), v(x") p(2’)). (19) 


Die Indizes 0, 1, 2 am Operator der chronologischen Ordnung P 
beziehen sich auf die Variablen z, 2’, x’’. Unterstreichen von 0 und 
1 soll andeuten, dass die Zeiten der Punkte z und 2’ fiir die Reihen- 
folge der Faktoren massgebend sind [wie es in (18) die Meinung 
war], wahrend die runde Klammer um 1 2 bzw. 2 1 besagen soll, 
dass y (x’’) immer direkt hinter » (x’) stehen muss bzw. y (2’’) im- 
mer direkt vor y (z’). Etwas allgemeiner definieren wir z. B. 


Pon (¥(2) v(2"), ¥(2") y(2’)) = 
_\¥(e iv (s ‘Vw(2") ya) tir a> 2 iggy 
Lee") v(@’) 9(@) ya") fir a9’> a9. 
Zum Einteilchenterm von (20) gehért ein Ausdruck, in dem »(z) 
und y(z’) als freie Operatoren stehenbleiben, wahrend beziiglich 


y(2") und p(x”) der Vakuumerwartungswert gebildet werden 
muss. Dieser ist, mit den Definitionen (8) und mit 


| +1 fiir 2 > 2 
| —1 fiir 2 > 2, 


< Pay a1) (Ya (x"), Yg(2”)) > = 
i” 5 {¥0(2") pala”) $+ + e(2—2’) <[y_(2") »¥(2")] = 


= > +8 xz" —2") = e(z—a’) Spit” — 2"), 


e(a—a2’) = 


(21) 


«Bl 


<Prosys1y (Ya.(x"); Y 3(2”) >= 
= —} e(e—2')[80,(0"—2") + ie(@—a') 8, g(2"—2")]. (22) 


Die zur Herleitung von (22) neben den Vertauschungsrelationen (6) 
verwendeten Ausdriicke fiir Vakuumerwartungswerte sind bei 
Scuwincer (SII) erlautert. Ahnlich findet man fiir Vakuum- 
erwartungswerte in den Mesonoperatoren 


Posy (P(2")» ®(2”))>) = 
= 5[D(2"— 2") +ie(r4—z2’) D(x"—2x”)]. 
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Formel (22) dient auch zur Berechnung des Einteilchenterms im 
spezielleren Fall (18), (19), wo mindestens zwei der Variablen 2 
zusammenfallen. Ist insbesondere x” = x und x” = 2’, so gehen 
(22) und (23) in die bekannten Beziehungen tiber 


Po (Ya(2), Ppl2’)) 9= —z e(@—2')Seqg(@—2'), (22) 


(Poy(¥(2), O(2’))>9= = De(e—a'), (28') 


S,(2—2’) = SY(a—2’) +4e(ax—2’) S(a—2’) = 
= S®(2—2')—218(r—2’) 


D,(a— 2’) = DY (x—2’) +ie(a—2’) D(x—z’) = 
= D®(2—2')—2i1D(«2—2’) (25) 


durch die Fourierdarstellungen (14) und (15) gegeben sind. S, S® 
und §S sind gleich definiert wie in S II; nur muss die Elektronmasse 
durch die Protonmasse M ersetzt werden. D, D™ und D sind iden- 
tisch mit den Schwingerschen 4, A® und J fir Teilchen der 
Ruhemasse yp. 


In (22) tritt, ebenso wie in der bekannten Beziehung (22’), der 
Faktor — 4 ¢ (x — 2’) auf, wo z und 2’ die fiir die Reihenfolge der 
Faktoren in den P-Klammern verantwortlichen Variablen sind. 
Aus diesem Grunde lassen sich die Dysonschen Uberlegungen (vgl. 
D I) betreffend Vorzeichen usw. bei der Berechnung von Matrix- 
elementen unverandert auf den vorliegenden Fall iibertragen, und 
die in D I und D II gegebenen Regeln zur Bildung von Einteilchen- 
termen oder allgemeineren Operatoren aus P-Klammern gelten 
hier ebenfalls, mit dem einzigen Unterschied, dass man fiir die 
Vakuumerwartungswerte von Operatorpaaren an Stelle der S,- und 
D,.-Funktionen von (22’) und (23’) die allgemeineren Funktionen in 
den eckigen Klammern von (22) und (23) einzusetzen hat, falls die 
Argumente der Operatoren nicht Variablen sind, welche die zeit- 
liche Ordnung in den P-Klammern bestimmen. Wie man mit den 
Funktionen (22), (23) zu rechnen hat, soll in § 4 am Beispiel der 
Renormalisation von e noch ausgefiihrt werden. 
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§ 3. Regularisierung. 


Wie bereits bemerkt, werden gewisse Ausdriicke, wie z. B. die 
Selbstenergiedichten (11), (12), divergent. Es handelt sich dabei 
immer um Renormalisationen, also um unbeobachtbare Effekte. Da 
man sie jedoch bei der Berechnung der beobachtbaren Effekte 
beniitzt. sollte man, um letztere eindeutig zu definieren, von einer 
Regularisierungsmethode Gebrauch machen, wie sie von Pautt und 
Vituars?4) u. a. entwickelt worden ist. Im vorliegenden Fall kann 
eine einfache und klare Vorschrift zu einer relativistisch invarianten 
Regularisierung durch die folgenden zwei Forderungen gegeben 
werden: 


1. Man kopple formal neben dem wirklichen Mesonfeld mit der 
Masse w und der Kopplungskonstanten f noch weitere (virtuelle) 
Mesonfelder des gleichen Typs mit Massen 4, M2, ... und mit (zum 
Teil imaginaéren) Kopplungskonstanten f/c, , f/c,, ... an das Proton- 
feld. Diesen Mesonfeldern misst man keine reale Bedeutung zu; 
sie haben aber den Effekt, dass jede in den Formeln auftretende 
D-Funktion (D, D™, D oder D,) ersetzt wird durch eine Summe 
von Funktionen 


D(x; u) > Die:D(z; mi) (Co = 1, Mo = BH). (26) 


In 4. Ordnung, wo Produkte von zwei D-Funktionen auftreten, 
erhalt man damit eine Regularisierung mit Faktorisierung. Den c; 
und yu, werden Bedingungen auferlegt, so dass die sonst divergenten 
Ausdriicke endlich werden. Fiir unsere Zwecke geniigt 


S4=0 (27) 


(woraus bereits folgt, dass mindestens eine der formalen Kopp- 
lungskonstanten imaginar sein muss). Damit werden die logarith- 
mischen Divergenzen weggeschafft, und sowohl die Protonselbst- 
energie (11) als auch die Renormalisation von e in 2. Ordnung wird 
dadurch endlich. Die Renormalisation 2. Ordnung von f ist zwar 
ebenfalls bloss logarithmisch divergent, doch enthalt sie einen 
Term, in dem die Mesonselbstenergie eine Rolle spielt. Um diese 
zu regularisieren, braucht man noch eine zweite Vorschrift: 


2. Man kopple formal neben dem wirklichen Protonfeld noch 
weitere (virtuelle) Spinorfelder mit Massen M, und Kopplungs- 
konstanten fc, /C, an die Mesonfelder. Diesen Spinorfeldern 
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kommt ebenfalls keine reale Bedeutung zu. Sie haben den Effekt, 
dass in (12) und allgemein in Ausdriicken, wo Spuren von S-Funk- 
tionen vorkommen, und nur in diesen, jede Spur in eine einfache 
Summe von Spuren tibergeht (Regularisierung ohne Faktorisie- 
rung): 


Sp(yS(a; M) yS(#;M)....) > | 
—> D*C; Sp(yS(a; My) yS (a; M,)...-) |. (28) 
| (C, = 1, M, = M). | 


(Die S kénnen irgendwelche S-Funktionen und die y irgendwelche 
y-Matrizen bedeuten.) Da die Mesonselbstenergie (12) quadratisch 
divergiert, haben wir hier zwei Bedingungen, 


eon 8. >» Cr. Mi=09, (29) 
7 k 


nétig, um sie endlich zu machen. 


Da den Hilfsfeldern sicher keine reale Bedeutung zukommt — 
ihre Hamiltonfunktionen der Wechselwirkung sind ja teilweise anti- 
hermitisch — diirfen sie auf die beobachtbaren Resultate keinen 
Einfluss haben. Das erreicht man dadurch, dass man die Hilfs- 
massen mw; und M, gross wahlt gegeniiber den realen Massen mw und 
M. Nach erfolgter Rechnung macht man den Grenziibergang 
b;-> co, M;,> 00 (1, k + 0)"*). Die Formulierung mit den Hilfsfeldern 
ist praktisch, weil sie auf alle Fragen (z. B. Faktorisierung oder 
Nicht-Faktorisierung) der Regularisierung von Ausdriicken beliebig 
hoher Ordnung eine eindeutige und verniinftige Antwort gibt. 

Um die Formeln nicht unnétig zu belasten, schreiben wir sie auch 
im folgenden nicht in der regularisierten Form. Jedoch denken wir 
uns die Ausdriicke gemiass den dargelegten Vorschriften regulari- 
siert und machen auch Gebrauch von der Eigenschaft, dass sie end- 
lich und eindeutig definiert sind. Wenn wir im folgenden dennoch 
von divergenten und konvergenten Ausdriicken sprechen, so ist 
damit das Verhalten gemeint, das sie ohne Regularisierung hatten. 


§ 4. Magnetisches Moment und Ladungsrenormalisation in 2. Ordnung. 


Mit der in § 2 skizzierten Methode findet man fiir den effektiven 
Hamiltonoperator (17) in 2. Ordnung, bei Verwendung der Be- 
zeichnungen 

F(z) =F(0), F(a’) =F(1), F(x") =F(2), 
F(z—a’) =F(01), F(2’—z) = F(10) usw. 


(80 
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fiir Funktionen unter dem Integralzeichen, 
<H}>, P,OM~ ay’ + H}’, (31) 
1 . ( ’ ” 
HP (a)=—{frieA,(2) / d*a [ate x 
x p (1) 73 S_(10) y, S. (02) 5 y(2) D-(12) , (31a) 


as frie Ay (2) [dta’ [d*a" {¥(0) yplie (02) (01) + 
+248 (01)] 75 S.(12) ys p(2) + (<-) }D_(12) . (31b) 


Mit (<) ist der Ausdruck gemeint, den man erhalt, wenn man den 
vorangehenden Term ,,von hinten nach vorn liest*: 


v (2) v5 S.(21) ys [1 (20) S(10) + 27. 8(10)] yy (0). 


Die Ausdriicke in den eckigen Klammern entstehen als Differenzen 
zwischen den Funktionen in den eckigen Klammern von (22) und 
den S,-Funktionen (24). Aus dieser Form von (31b) ist die relati- 
vistische Invarianz nicht direkt ersichtlich; sie wird jedoch spater 
evident werden. 

Obwohl die Methode, die zu (31), (81a), (31b) fiihrt, eine rein 
analytische ist, geben wir, um den Vergleich mit anderen Arbeiten 


LV A 


a 
Fig. 1. 
Feynman-Dysonsche Figuren fiir die Streuung eines Protons an einem dausseren 
elektromagnetischen Feld in 2. Ordnung. Protonlinien sind ausgezogen, Meson- 
linien gestrichelt, Photonlinien punktiert gezeichnet. 


zu erleichtern, in Fig. 1 die Feynman-Dysonschen Figuren®)*) fiir 
die Effekte in 2. Ordnung. Figur a entspricht dem Ausdruck (81a), 
Figur b dem Ausdruck (31b); jedoch ist in (31b) der Effekt der 
Massenrenormalisation bereits beriicksichtigt. Ohne Massenrenor- 
malisation hatte der Figur b entsprechende Ausdruck die Form: 


—qfieA,(a) fata! [dtx" {p(0) ry 8.(01) 75 8e(12) 75 (2) + 
+ (<)}D,(12). 
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Der Term, der Figur c entspriache, ist Null, da 
Sp(ypSevsS.)=0 (u=1,2,8,4) (82) 


auf Grund bekannter Eigenschaften der Dirac-Matrizen. 

Setzt man voraus, dass das dussere elektromagnetische Feld 
(réumlich und zeitlich) quasi-konstant ist, so erhalt man aus (31a) 
mit den bekannten Methoden®)*) 


H(z) = — Re frie Ay (2) (2) ru y(2) — 
—p p25 Ay(2)->—(¥ (2) eury(2)), (88) 


1 
ony = sr (Yu Yo— Vy Yu) . (34) 


Alle andern Terme von (31a) sind von einem der drei Typen 


oe ™ 
const. A, io (yy), const. 4,0" (yypy), 
ae 
const. A,O"™* >> (v Our Y)- (n = 0,1,2,...). 

Diese sind, abgesehen von Viererdivergenzen, aquivalent mit Ter- 
men ~ 6A,/62, (was verschwindet, wenn man die A, der Lorentz- 
schen Nebenbedingung unterwirft) oder ~ (1) A, (was fiir ein quasi- 
konstantes Feld vernachlissigbar ist). 

Der erste Term auf der rechten Seite von (33) bedeutet eine 
Ladungsrenormalisation zu H* in (2). Die Renormalisationskon- 
stante Ré ist durch das Integral 





1 
a k242 M? & 
Ry=— gi [ ede [atk Re Sap (35) 


0 


gegeben und wiirde ohne Regularisierung logarithmisch divergieren. 
Die Vorschrift (26) mit der Bedingung (27) macht (35) jedoch 
regulir. Der zweite Term rechts in (38) ist, abgesehen von einer 
Viererdivergenz, von der Form eines Pauli-Terms 


— p® 72 > FuyMpy, (36) 


0A, 0A, =_ 
Epo" F5, Se, Mee EVM ned (87) 
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und bedeutet die Energie, die von dem zusatzlichen magnetischen 
Spinmoment des Protons in 2. Ordnung herriihrt. Dieses betragt, 
in Kernmagnetonen e/2M gemessen, 


1 
itn hit S a 
pO f? = (s] z | a B+e(i-h 


1 | 6  s(1-6%) | 1 —-88(3- 6%) 5 
ats -——— In a” wer arccos 5}, (38) 


Sa 


7? (39) 


es ist von LuTTINGER u. a.®) berechnet worden. 
Der Ausdruck (31b) gibt eine reine Ladungsrenormalisation. 
Diese Rechnung wollen wir etwas ausfiihren, um cas Rechnen mit 


den Funktionen (22) zu illustrieren. Setzen wir also in (31b) die 
Fourierdarstellungen (14), (15) und (vgl. S IT!) 


S(2)=— aie [a*p iy p—M)e(p) d(p*+ M%)e"*, (40) 


4 ¢(2) S(2) = ea sae HW [dp Po ei?= (41) 
ein [¢(p) ist analog (21) definiert, 6 ist die eindimensionale Diracsche 
6-Funktion und HW bedeutet Hauptwert bei der pp-Integration]. 
Im Laufe der Rechnung zeigt sich, dass der Ausdruck mit (<) in 
(31b) denselben Beitrag gibt wie der vorangehende Ausdruck. Wir 
nehmen dies vorweg und schreiben 2 x den ersten Term; dann 
ergibt sich 


H® (2) = 4 frie A, (2) ) |e] [ate ‘fate ' [arp [arp d*k x 


x v(2) ¥p(ty p—M) ys(ty p’—M) y, p(2") x 
2% 


4 " -i / 1 
x lie(e—a ) Saye €(P) 6 (p? + M*) + HW ror] x 





1 } i 'd in’ C7’ a” ‘2 o / a 
p(z—2’) pip’ (2’—2") pik(2’—2z") 
x 2M? B 73 é é é e 





Die Integration iiber x’ gibt eine (vierdimensionale) 6-Funktion 


tra) / d4 a! e-vt' +b — §(—p+p'+k), (42) 
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so dass die Integration tiber p’ trivial wird (p’ > p— k). Beniitzen 
wir einige bekannte sper: der y-Matrizen, so erhalten wir 


H2(2) = + frie A, oar x [ate * [dtp [ark x 
x y (2) yplp? + M? + (typ) (tyk) —M (ryk)] p(x") x 


s " 2% 1 
x lie(a—a ) e(p) 6(p?+ M?) + aan HW =a x 





—t 
(2 2)8 
1 1 


i p(z—2") 
x (p —k)?+ M’2 k+ py’? e€ * 





Wir fassen nun die beiden letzten Briiche gemiass der Feynmanschen 
Formel*) 


wat [t-te 
0 


x [ay + §, (a : ie ian oprary + & (@,—4@y_,)|-“t» (43) 
zusammen: 


a. 1 _ fae 1 
K+? (p—k)?+M” =f [ke + w’?+ &(p?—2 pk+ M? —y?))? ° 
0 
Mit der Schiebung*) 








k’ =k—Ep (44) 


wird der Nenner rein quadratisch in der neuen Variablen k’. Da 
k’ sonst nur noch im Ausdruck mit den y-Matrizen vorkommt, 
geben dort Terme linear in k’ aus Symmetriegriinden keinen Beitrag 
bei der Integration. Mit 

(p? + M2) 6(p?+ M2) >0, (p?+ M2) HW —>1 (45) 
erhalt man 


H® (2) =—+ frie A, (2) G ~~) fate "fare | [ae x 


x 9 (2) y,{—tele—2") =, | d*p(iyp—M) e(p) x 


Oe, ME 
x yi M*)e inaelint [k’?+ w’?— p? E+ M? &]? + 


va aa. [a*p » a a ae Me eiP(z—2") y, 








% [k’2+ p’2+ (p? on ar | y(a ) : 


*) Man beachte, dass dank der (gedachten) Regularisierung gemass (26), (27) 
das Integral iiber k wohldefiniert und endlich ist. Im Gegensatz zu Karpius und 
Krotu’), Seite 540/541, bekommen wir deshalb bei der Schiebung keinen Ober- 
flachenterm. 
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Das erste Integral iiber p gibt nach (40) gerade wieder die S-Funk- 
tion, jetzt aber mit dem gleichen Argument (x— 2x”) wie die e- 
Funktion, mit der sie multipliziert ist. Dadurch wird die Lorentz- 
invarianz evident. Setzen wir fiir e (x — x”) S (a — x") die Fourier- 
darstellung (41) ein und verwenden wir die Abkiirzungen 


a=K?+ w+ M2, B=a2+(p?+ M4 (E—£%), 


so ergibt sich 


HP(2)=— 5 frie d,(2)2i GL) [ate 8 fala iat ET (0) 7 x 


M M 1 ip(z—2" 
x{HWE ME- - é— HWP SEM; i 22" )yy( a") = 


=—frieA,( ails )" [ate * [ask [ap [as%(e 


-— 


&g 1 
p? 


x LEE + (iyp—M) (6-8) ME [> + icons "i 


da 


a a aB Pie +3): 


Zur Ausfiihrung der x”-Integration zerlegen wir y nach FourtEr. 
Um die Formeln nicht zu iiberlasten, setzen wir nur eine Fourier- 
komponente von y ein (da sie beliebig ist, wird die Allgemeinheit 
der Rechnung nicht eingeschrankt) : 


p(x) = w(q) e***. (46) 


Analog werden wir in §§ 5 und 6 brauchen 


p(x) = u(q’)e***. (47) 
Wegen der Diracgleichungen (4) gilt 


++ (iyqt+ M)u(q) et? = u(q'/)e-** (iyg'+M)---=0 (48) 
und 
-+ (2+ MA) u(q)et* = (qe (’2+M2)---=0, (49) 
sofern der mit ... bezeichnete Rest endlich ist (d. h. nicht von der 
Form (iyq + M)-! oder (q? + M?)-} usw.). 
Die Integration iiber x” gibt nun, analog (42), die Funktion 
6 (q— p). Die p-Integration wird wieder trivial (p— q). Wegen (49) 


21 
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hat man £ — «a, und bei Beriicksichtigung von (48) und (46) erhalt 
man schliesslich 


Hy? (2) =— Ry f?ie A, (2) (2) yy y(2), (50) 


1 
ae. i ei a 1 
B= Tem / sisia ) [dk eR be 
0 
4M? & 
ome [k2+ py’? — pe? E+ M? &)8 | : (51) 








Ein Vergleich der Formeln (33) und (50) mit (2) zeigt, dass die 
beobachtbaren Einfliisse des ausseren Feldes auf das Proton — ab- 
gesehen von Pauli-Termen — nicht durch eA,, sondern (bis in 
2. Ordnung) durch 


(¢@Ay)ren, = @Ayll + (Ri + Ry) f? (52) 


bestimmt werden. (Es ist konsequent, die Renormalisationen nicht 
auf e allein, sondern auch auf die A, zu beziehen, da die A, auch 
wieder durch Ladungen e erzeugt werden.) Ein Vergleich von (85) 
und (51) — am einfachsten mit Hilfe einer partiellen Integration in 
&*) — zeigt jedoch, dass 


Ri+ Rh =0 (58) 


Hierbei ist die Regularisierung wieder wesentlich, da Ré und Rj 
sonst unbestimmt sind und sich nur auf Grund gewisser Zusatzvor- 
schriften betreffend die Ausfiihrung der Integration wegheben. 


Eine Bemerkung: Verwendet man die Selbstenergiedichte in der 
Form 6M py, so andert sich H®(81a) nicht, wahrend H®(31b) eine 
andere Form bekommt. Bei der Berechnung von R¥ stésst man 
dann auf den Ausdruck (p? + M?) (p? + M’?)-1 im Integranden, 
wahrend bei unserer Rechnung Ausdriicke von der Form (p?+M?) x 
x HW (p?+ M?)-1 auftraten. Wegen derAquivalenz von (p?+M’2)-1 
mit HW (p? + M?)-! + 12 6 (p? + M?)**) schiene es auf den ersten 
Blick verniinftig, dem Ausdruck (p? + M?) (p? + M’?)-} ebenfalls 
den Wert 1 zu geben, wie das in einer Arbeit von Watson und 
Lepore») bei der Renormalisation von f getan wird. Dann erhielte 
man aber eine doppelt so grosse Renormalisationskonstante, und 
es wiirde 


(@Au)ren, = @Au[l + (Ry + 2 Ry) f?). 


*) Vgl. die analoge Recanung in 7), Seite 542. 
**) Vgl. hierzu z. B. S. III (1. 68). 
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Nun zeigt die Integration tiber x” und p, dass man es eigentlich mit 
den Ausdriicken 


q?+ M? 
q?+M’” 


u(q) e*?? baw. ... HW oon u(g)e%* (54) 


zu tun hat, wovon der erste unbestimmt ist (daran kann auch die 
Regularisierung nichts andern), wahrend im zweiten der Bruch 
gleich 1 gesetzt werden darf. Eine Analyse solcher, durch die Inte- 
gration tiber ein unendliches Zeitintervall bedingter Unbestimmt- 
heiten in der S-Matrix*) zeigt, dass es tatsachlich richtig ist, dem 
Bruch im ersten Ausdruck (54) den Wert 1/2 zuzuschreiben. Solche 
Finessen sind dagegen nicht nétig, wenn man die Selbstenergiedich- 
ten in der Form (11), (12), (18) einfiihrt. 


§ 5. Renormalisation der Kopplungskonstanten. 


Bei der Berechnung des anomalen magnetischen Momentes in 
4, Ordnung haben wir Korrekturen zu erwarten, die von der Re- 
normalisation von eA, und f? im Ausdruck 2. Ordnung [(33), zweiter 
Term] herriihren. In einer konsistenten Theorie miissen die Renor- 
malisationen fiir alle Prozesse, die man sich im Rahmen dieser 
Theorie denken kann, dieselben sein, und man kann sie an Hand 
einfacherer Prozesse bestimmen. Fiir eA, ist dies in § 4 geschehen 
an Hand der Streuung eines Protons an einem dusseren elektro- 
magnetischen Feld. Fir f? kénnte man analog die Streuung eines 
Protons an einem ,,ausseren Mesonfeld‘‘ betrachten. *Doch bringt 
das, abgesehen von der Frage, ob ein ausseres Mesonfeld etwas phy- 
sikalisch Sinnvolles ist, Komplikationen mit sich, auf die wir noch 
zu sprechen kommen werden. 

Besser geeignet ist die Proton-Proton-Streuung. Fiir diesen Pro- 
zess lautet die S-Matrix [D I, Gl. (32)] in 2. Ordnung 


S™00)= 5 ft [ata [d*2'((@)rs¥(2))(V(a)ysy(x'))Da—2’), (55) 


oder bei Einsetzen von Fourierkomponenten gemiiss (46), (47), 
S (00) = Ff? [ da | ata’ Gu (q) e-** 75 0(q) €**) x 
x (u(p’) e-'?*y, u(p) e'?*) D.(ax—z’) . (56) 


Die Terme 4. Ordnung schreiben wir hier nicht explizit an; zu ihrer 
Diskussion charakterisieren wir sie durch die Feynman-Dysonschen 


‘*) Vgl. DII, Seite 1752 und 7), Seite 542. 
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Symbole, Fig. 2. Hierzu ist zu bemerken, dass wiederum in den 
entsprechenden analytischen Ausdriicken die Massenrenormalisa- 
tion nach der in § 2 dargelegten Methode bereits ausgefiihrt ist. 
Wihrend dic Terme, die den Figuren d und e entsprechen, keine 
Ausdriicke der Form (56) geben, also keine Renormalisationen ent- 


Feynman-Dysonsche Figuren fiir die Proton-Proton-Streuung in 4, Ordnung. 


halten kénnen, zeigt sich, bei Beniitzung der Beziehungen (48), (49), 
dass die den Figuren a, b und ¢ entsprechenden Ausdriicke auf die 


Form 
const. ft [de fase w(q’) e~*%* y, w(q) e'#*) x 
x (u(p’) e-'”*' y, w(p) e”*) D.(x9— 2’) F[(q—q')*]__—(57) 


gebracht werden kénnen. Das ist auch aus Griinden der Lorentz- 
invarianz, zusammen mit (48), (49) ersichtlich. 

Man kann sich nun F in (57) nach Potenzen von (q — q’)? ent- 
wickelt denken. Der erste Term dieser Entwicklung F [0] gibt in 
(57) einen Ausdruck der Form (56); dieser kann deshalb als Renor- 
malisationsterm angesprochen werden (Fall I). Ebenso gut kann 
man aber F auch nach Potenzen von (q — q’)? + u? entwickeln und 
den vom konstanten Term F [—,?] herrithrenden Ausdruck als 
Renormalisation zu (56) interpretieren (Fall II). Im Falle I definiert 
man die physikalische Kopplungskonstante an Hand des unrelati- 
vistischen Grenzfalles: Fiir Geschwindigkeiten der Protonen, die 
klein sind verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit, werden in der 
S-Matrix alle Terme der Form (56) in héherer als 2. Ordnung als 
Renormilisationen interpretiert. Auf den Fall der Streuung eines 
Protons an einem dausseren Mesonfeld © iibertragen, bedeutet das, 
dass die Dichte der Wechselwirkungsenergie fiir alle Naherungen 


durch = 
(FD) on. Y ¥5P (58) 


gegeben ist, sofern das dussere Feld ©* [wegen der Aquivalenz von 
— (q— q')? mit dem Operator 1]] der Bedingung geniigt 


Od+=0. (59 I) 
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Im Falle II gibt (58) die Wechselwirkungsenergie fiir alle Nahe- 
rungen, sofern ®* der Bedingung 


(o— pw?) 62 =0 (59 II) 


geniigt, also der Gleichung des freien Mesonfeldes (5). In der Elek- 
trodynamik und auch bei unserem Problem in § 4 sind die Fille I 
und II identisch, da fiir Photonen u = 0. Nun ist ein Feld, das der 
Gl. (59 I) geniigt, und damit auch der unrelativistische Grenzfall 
in einer Mesontherie wahrscheinlich wenig sinnvoll, und tatsachlich 
wird sowohl bei MattHews?®) und NakaBayasi und Sato?!) als auch 
bei Watson und Lepors?') die Definition II gewahlt. Es sei hier 
aber betont, dass man mit der Definition I ebenfalls zu einer 
konsistenten Renormalisation gelangt. Auch werden die quantita- 
tiven Aussagen der Theorie dadurch nicht geandert. Das soll am 
Ende dieses Paragraphen bewiesen werden. 

Zunichst seien noch die Resultate fiir die Renormalisation von f 
zusammengestellt. Man findet bis zur 2. Ordnung 


22 = f(1+(Ra+Ro+ BR), (60) 


wo R,, R, und R, von den Termen herriihren, die den Symbolen a, 
b und c in Fig. 2 entsprechen. Sie werden im Falle II 





1 g 
ee. 4 k*— M?* &+ u?(§—n) n 
i sae] dé [anf , [k2-+ ye’? — we? B+ M? Hy? (E—n) n)° ” (61) 
R, = 2 Ri, (62) 


1 
=. 3 (p?+ M’) +p? E(1- 
R= tax [de 6—8) [a (p? + )+ pu? €(1-&) : (68) 
0 





Pps M7 EL - BP 


Ry; ist durch (51) gegeben. Im Falle I wiirde R, einfacher, da die 
Summanden u?( — n) in Zahler und Nenner wegfielen. R, wiirde 
gleich bleiben. R, dagegen wiirde komplizierter. 

Die Renormalisationen R, und R, stimmen mit den entsprechen- 
den Gréssen, die NakaBayasi und Sato?) fiir ein neutrales Meson- 
feld finden, iiberein, falls man ihre Ausdriicke regularisiert. [Dann 
fallen dort wegen (27) gewisse additive, von u und:M unabhangige 
Konstanten weg]. R, wird in'der japanischen Arbeit doppelt so gross, 
weil dort auch Neutronen an die Mesonfelder gekoppelt sind. Diese 
geben fiir R, in den virtuellen Zwischenzustaénden denselben Beitrag 
wie die Protonen. Mathematisch dussert sich das darin, dass man 
nicht nur eine Spurbildung beziiglich der y-Matrizen, sondern auch 
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beziiglich der Matrizen des isotopen Spins auszufiihren hat. Das 
gibt gerade den Faktor 2. 

Nach (52) und (60) erwarten wir bei der Rechnung in 4. Ordnung 
folgende Renormalisationsterme zum Pauli-Term (36) 


— p 2 Fyy my y[Re + B+ Ra + Ry + Rif?, (64) 


wobei die RF in (35), (51), (61), (62) und (68) gegeben sind. 

Versucht man, die Renormalisation von / an Hand der Streuung eines Protons 
an einem ,,ausseren Mesonfeld“‘ zu bestimmen, so ergeben sich zwei Komplika- 
tionen. 

Erstens hat bei einer Wechselwirkungsenergiedichte vom Typus 


H=j 04H! (65) 


(j=if ys y, ©* = dusseres Mesonfeld (c-Zahl); H! ist durch (3) gegeben) 
die Subtraktion der Mesonselbstenergie in H! auf die Renormalisation in 2. Ord. 
nung keinen Einfluss (® kommutiert ja mit j ®*), und der R, entsprechende 
Ausdruck wiirde im Falle I ohne Regularisierung quadratisch divergieren und 
ware im Falle II nicht definiert (auch mit Regularisierung nicht). Dem kann man 
abhelfen, indem man statt des ausseren Feldes © seine Quellen 


? =(O-p*) (66) 


in die Wechselwirkungsenergie einfiihrt: 


H= j* +H! (67) 
(j* = c-Zahl). Ohne Subtraktion der Selbstenergien in H' erhalt man mit (67) 
dieselbe S-Matrix wie mit (65), weil in allen Termen j*, mit einer Greenschen 
Funktion von (66) multipliziert und iiber den ganzen vierdimensionalen Raum 
integriert, auftritt. Mit Selbstenergiesubtraktion kommt in 2. Ordnung fiir den 
Fall (67) auch ein Beitrag von der Mesonselbstenergie hinzu, so dass die f-Renor- 
malisationen nur logarithmisch divergent werden. 
Die zweite Komplikation besteht darin, dass man so die folgende Renormali- 
sation erhilt: 
(FP ron, = $09 [1+ (5 Baty Ry+R,) f]. (68) 


Der Vergleich mit (60) zeigt, dass man @* anders als f renormalisieren muss, 
namlich 
1 
1, = [1+ 5 Rf]. (69) 

Das gibt zu keinerlei Widerspriichen Anlass und weist héchstens darauf hin, dass 
weder ein ausseres Mesonfeld noch seine Quellen etwas sehr Sinnvolles sind. 

N. B. Dasselbe Problem hatte man auch in der Quantenelektrodynamik. Dort 
kann man das aussere Feld nur deshalb gleich wie die Ladung des Elektrons re- 
normalisieren, weil dort R,+ R, = 0. 


Zum Schluss dieses Kapitels soll im Hinblick auf die oben disku- 
tierten Falle I und II allgemein gezeigt werden, weshalb es in einer 
Theorie, die durch Renormalisierung divergenzfrei gemacht werden 
kann, bis zu einem gewissen Grade reine Konventionssache ist, wel- 
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chen Anteil man von den ohne Regularisierung endlichen Termen 
zu den beobachtbaren Gréssen zéhlen will und welchen man als 
Renormalisation interpretieren will. Die Reihenentwicklungen der 
beobachtbaren Gréssen nach Potenzen der physikalischen (renor- 
malisierten) Kopplungskonstanten f, bekommen bei einer andern 
Renormalisierung zwar andere Koeffizienten; der Wert von /, muss 
dann aber konsequenterweise so geaindert werden, dass der nume- 
rische Wert der Reihe, die man (durch Vergleich mit dem Experi- 
ment) zur numerischen Bestimmung von f, beniitzt, ungeandert 
bleibt. Daraus wird folgen, dass auch die numerischen Werte aller 
andern Reihen gleich bleiben. 

Nennen wir die mathematische Kopplungskonstante wie bisher f. 
Setzen wir voraus, dass die Theorie mit einer bestimmten Renorma- 
lisation 

f; = f[1+ Raf? + Ryft+ Refs+---] (70) 


fiir die beobachtbaren Effekte endliche Resultate liefert. Irgendein 
Operator, der beobachtbare Gréssen beschreibt, (z. B. Streuquer- 
schnitte), wird von der Theorie durch eine Reihe in /, mit endlichen 
Koeffizienten gegeben. Bezeichnen wir einen Erwartungswert dieses 
Operators, den wir mit dem Experiment vergleichen kénnen, mit 
exp SO ist 


Oty = Af? [1+ Agf?+ Aaft+ Aofft- (71) 


Dabei ist der Einfachheit halber angenommen, dass der erste Term 
der Entwicklung mit f? beginnt; das ist jedoch nicht wesentlich. 
My My Mas connie sind auch ohne Regularisierung endlich. Ersetzen 
wir gemass (70) f, durch f, so wird 


Oxy = Affr{1+ Ryf?+ Ryft+ Re ff+---)+ 
+ A,f*{1+2R,f? + (R§+2R,) f*+---]+ 
+ A,f§[1+3R,f?+---]+Agf§+---} 
Oexp = Aff? +[ Ry + Ag] f*+[Ry + 2 Ry Ag t+ Aylf*+ 
+[R,+(R2+2R,) A,+3R,Ay+ Ag] f?+---}. (72) 
Nun nehmen wir eine Umdefinition der Renormalisierung vor: 
R,;—> R/, A,—>Aji’, fr, —>fr. (73) 
Natiirlich muss dabei z. B. gelten 
R, + A, = R,' + Ay’, 


da Koeffizienten der Entwicklung (72) nach Potenzen der unrenor- 
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malisierten Kopplungskonstantea durch die Stérungsrechnung ein- 
deutig definiert werden. Allgemein muss deshalb verlangt werden 


A = invariant 


R, + A, = invariant 
R,+ 2 R, A, + A, = invariant (74) 
R,+(R2+2 R,) A,+3 R, Ay+ Ag = invariant 


Unter ,,in variant“ ist bei dieser Betrachtung immer die Invarianz 
gegentiber den Umdefinitionen (73) gemeint. Die A; sollen natiirlich 
nur um Betriage geiindert werden, die auch ohne Regularisierung 
endlich sind. Die ohne Regularisierung vorhandenen Divergenzen 
in den R, werden dadurch nicht staérker. Im Fall der pseudoska- 
laren Mesonen divergiert z. B. R, logarithmisch; es wird nach (74) 
um einen endlichen Betrag geiindert. R,, das wieder eine R,-Renor- 
malisation zu R, enthalt, divergiert mindestens wie das Quadrat 
eines Logarithmus. Aus der dritten Gleichung (74) sieht man, dass 
es sich héchstens um einen logarithmisch divergenten Betrag 
andert. 

Den numerischen Wert der physikalischen Kopplungskonstanten 
f, kénnen wir durch Vergleich mit einem experimentell gemessenen 
O-xp auf Grund von (71) bestimmen. Analog bestimmt sich der 
Wert von },’ aus 


Sexy = APPL + As f+ Ad fit Ae fo ++: -]. (75) 


Berechnet man den beobachtbaren Erwartungswert m eines 
anderen Operators (z. B. ein magnetisches Moment), so muss er 
sich in der Form 


m=Bfi[1+ B f+ Bft+ Bof+---] (76) 


darstellen lassen. Gemiass unserer Voraussetzung sind die B; bei der 
urspriinglichen Art der Renormalisation endlich. Wir wollen nun 
beweisen, dass sich der numerische Wert von m (76) nicht andert 
und dass die B; endlich bleiben, wenn die Umdefinition (73) in 
konsistenter Weise erfolgt. 

Aus den gleichen Griinden wie fiir (74) muss auch gelten 


B = invariant 

R, + B, = invariant 

R,+2R, B,+ B, = invariant 

R,+ (R2+2 R,) B,+8 R, By+ B, = invariant 
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Aus (74) und (77) folgt 
B, — A, = invariant 
2 R, (B, —_ Ay) “bE B, — A, os invariant (78) 
(R3+2 R,) (B, —A,)+8 R, (B,-A,)+B,—A, = invariant 


Wir formen m (76) so um, dass /, sukzessive eliminiert und durch 
den experimentell gegebenen Wert o,,, (71) ersetzt wird: 


=e BaP + B{(B,—A,) f}+ (B,— A,) f}+ (Bg— Ag) f; + ae -}= 
= BS? + B(B,—A,) ("9") +B{[By—A,—(By— Ay) 2.44) f¢ + 
+[Be—A,—(B,— Ay) (43 +2A,)] fp +--+}. 

So ergibt sich schliesslich 


m=B8B “esp + B(B,—A,) ( Cex )’+B[B,—A,—2(B,—Ay) Ag] (Ces)? 


+ B[B,—A,—3 (By— A,) A,+ (B,— A) (5 Az—2 A,)| (“ez2,)' + 


+ Terme ~ f!°. (79) 


Aus (74), (77) und (78) ist leicht zu sehen, dass alle Koeffizienten in 
der Reihenentwicklung (79) Invarianten sind. Somit ist auch m 
eine Invariante. Weiter folgt, dass die B, fiir die zugelassenen Um- 
definitionen der Renormalisation endlich bleiben, da die anderen 
Gréssen in (79) endlich bleiben fiir jede bestimmte Ordnung der 
Stérungsrechnung. Der Beweis, dass m in eindeutiger Weise von 
O-xp abhangen muss, unabhingig davon, wie /, aus f definiert wird, 
ist viel kiirzer, wenn man die inverse Funktion von (70), f =R-1(f,), 
beniitzen will. Jedoch ist es dann nicht so evident, unter wel- 
chen Bedingungen die Koeffizienten der Entwicklung von m nach 
Potenzen von /, auch ohne Regularisierung endlich bleiben. Die 
hier verwendete Methode ist dagegen dem Formalismus der Sté- 
rungstheorie angepasst und verwendet direkt die endlichen physi- 
kalischen Kopplungskonstanten. 

Diese Invarianz gegeniiber ,, Umeichungen“ in der Renormalisie- 
rung gilt auch fiir die Elektrocdynamik. Nur ist es dort eindeutig, 
was man als renormalisierte Elektronenladung zu definieren hat, da 
die elektrische Ladung eine unmittelbare physikalische Bedeutung 
hat und direkt messbar ist. (Fiir sie gilt ja sogar ein Erhaltungssatz.) 
Dagegen kommt der Mesonkopplungskonstanten wohl keine so di- 
rekte physikalische Bedeutung zu; ihr Wert muss indirekt z. B. aus 
Streuversuchen bestimmt werden. 
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Wenn fiir eine beobachtbare Grésse o,,, (71) gilt: |4:| < Amax 
fiir alle 1, wo A,,,, eine feste Zahl ist, so kann die Renormalisation 
so definiert werden, dass die Reihe (71) schnell konvergiert. Uber 
die Konvergenz der anderen Reihen, z. B. (76), ist damit jedoch 
nichts bewiesen. 


§ 6. Das magnetische Moment in 4. Ordnung. 


Fir den effektiven Hamiltonoperator (17) findet man in 4. Ord- 
nung, mit den gleichen Bezeichnungen wie in § 4 und mit d!* z = 
diz’ dix" dtx2” d§x"", 


(HP), pow = HO + BY + HO + BP + HO +HO+ (80) 
+ Terme, die zum anomalen magnetischen Moment nichts beitragen. 
1st... a 
Ha) =—(5) frie Ay (2) [ d° ey (1) 758. (12) 55e(20) rp x 
x 8, (08) 5S. (84) ys y(4) D-(18) D. (24) , (80a) 


Hi (a) =—(5) fie Ay (2) [a xy (1) 758. (12) 758(20) yy x 
x $, (08) 75S-(84) v5 (4) D.(14) D.(28) (80b) 


H(2) =—(5)'ftieA,(2) pe ¥5Se(10) yy, S¢(02) 75 x 
x 8, (28) 758. (84) ys y(4) + (<-) }D_(18) D.(24), — (80c) 


HY (2) = (5) fie Ayla) ao ) 75 S_(10) yy Se (02) ys x 
x S-(28) y5[ie(24) S (84) + 245 (84)] y5 y(4) + (<-) + 
+9 (1) ¥5Se( (10) let oe ) +245 (02)] 75 x 
x S, (28) 75S. (84) 5 y(4) + (<)}D.(14) D.(28), (804) 


H(2) = (5) fie dy(2) [a 2H (1) 758-(10) 7p 8.(02) 75 * 
x [ie(24) S(23) + 2718 (28)] y, 8, (34) y; y(4) + 
+ (<-)} D,(12) D, (84) , 


Ha) = — (5) fieAy(a) [a 2 (1) 755-10) yp x 
x 8.(02) 75 v(2) SP (ys Se(84) 7s Se(48)) x 
x {D,(18) [i e(28) D(24) + 24D (24)) + 
+ D,(28) [i e(18) D(14) +24. D(14)]}. 
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Die (80a) — (80f) entsprechenden Feynman-Dysonschen Sym- 
bole sind in Fig. 3, a—f, zusammengestellt. Die Ausdriicke, die den 
Symbolen g und h entsprechen, kompensieren sich gerade, wie das 
auch in der Quantenelektrodynamik der Fall ist. 

Zur Ausrechnung von (80a)—(80f) setzt man die Fourierdarstel- 
lungen (14), (40) und (41) fiir S,, S und S ein und die entsprechenden 
Fourierdarstellungen fiir D,, D und D. Ebenso ersetzt man y und 
y durch Fourierkomponenten (46) und (47). Die Terme, die Pro- 
dukte von ¢ mit S oder D enthalten, lassen sich, genau wie in § 4, 


Fig. 3. 
Feynman-Dysonsche Figuren fiir die Streuung eines Protons an einem dusseren 
elektromagnetischen Feld in 4. Ordnung, soweit sie zum anomalen magnetischen 
Moment beitragen. 


durch Integration iiber ein x und eine Variable p oder k so um- 
formen, dass die S- oder D-Funktion dasselbe Argument bekommt 
wie die e-Funktion. Von hier an ist die Lorentzinvarianz der Aus- 
driicke evident. Fiir die so erhaltenen § und D setzt man ebenfalls 
die Fourierdarstellung ein. Der Rest der Rechnung verliuft analog 
wie bei Karpius und Krott’). Alle z-Integrationen geben 6-Funk- 
tionen, und es bleiben zwei nichttriviale Integrationen tiber ,,Im- 
pulse“ p oder k iibrig. Die Briiche fasst man mit Feynmans Formel 
(43) zusammen. Durch Schiebungen von der Art (44) werden die 
Nenner rein quadratisch in der Variablen k oder p gemacht, tiber 
die man integrieren soll. Nach Te ist 


[atk Soe — ae sO; 2. + bag [ath 


(k2+ A) 2A’ (81) 


Far): 


forte (15 kes ko ko) _ = [ark (1: kos $ boo k*) _ 


(+ A) (i+) 


~(Hi: 054 ve 34) 
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wobei in A immer ein infinitesimaler negativ-imaginarer Zusatz zu 
denken ist, der festlegt, wie die Pole bei der ky-Integration um- 
fahren werden miissen. Wegen (81) und (82) lassen sich die Aus- 
driicke in den y-Matrizen vereinfachen. Dank den bequemen Eigen- 
schaften von y, ist das hier etwas einfacher als in der Quanten- 
elektrodynamik. Eine Erleichterung kommt auch dadurch, dass 
man die zu erwartenden Renormalisationen zum Ausdruck in 2. Ord- 
nung bereits kennt; sie lassen sich leicht vom Rest abspalten, ohne 
dass es nétig ist, diesen als Funktion von 1y p + M usw. zu schreiben. 


Nach Abspaltung der Renormalisationen und Ausfiihrung der 
Impulsraumintegrationen fiir den Rest bleiben nur noch Integrale 
iiber die Feynmanschen Parameter von (43) iibrig. Auf Grund der 
Eigenschaften der Dirac-Matrizen und mit Hilfe der Beziehungen 
(48), (49) lassen sich alle Ausdriicke in den y-Matrizen auf die Form 


Yn F[(q—q)*] oder (Gu—Qu) G[(Q—q')*] oder on »(q,—9) L[(q—9')*] 
bringen. Da uns Ladungsrenormalisationen und, wie in 2. Ordnung, 
Viererdivergenzen und Terme ~ 0 A,/0 2, oder ~ (A, nicht inter- 
essieren, schreiben wir nur Terme der Form oyy (q, — q’) L [0] an. 


So erhalten wir, wenn wir die Fourierkomponenten (46) und (47) 
wieder durch y (x) und y (a) ersetzen, 


HY > — pl f*> Euy muy, 

HY > —[p Ri + nf Fav Myr 
H® > —[p Ry + nO} ft 5 Fav Mpy, 
HP > —[W 2B} + WPS Buvmur 


2 1 
HY a gama HORS > Fav Myr» 





1 
H® —> — [vu R, + HP li > Fav Myr » 


Wegen R, = 2 Rj (62) sieht man, dass man wirklich die in (64) er- 
warteten Renormalisationen erhalt, so dass nur noch die renormali- 
sierten Gréssen auftreten: 


, 1 
<Hf + H¥>s p, om =H ts (Eu» Mu») ren. — 


1 . 
— e a (Fuv Muy) ren. + 
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+Terme, die kein anomales magnetisches Moment beschreiben, 
p= ph 8+ ph + p+ pW. (85) 
Mit den Abkiirzungen 
(u/M)?, f(v) =v? + 62(1—v), g(v) =1—6? v(1—»), 
(1—n)o—(€—n)w, l=ze, | 


n(1—n) f (0) —2n(€—n) ow + 4 S—™ w+ wf (6) | 


=(j)'t + [at [ana [a sz [# (1-4) 12 0—w) + 
cia tenth taeditalinsndaditetita 
+ 598 (1—n)*P— 5 éqh*(2v0—w)| + 


Ew(l—v + 2w)— yn (v—w) + &2w(1+2w) + 


ee QE y= = w+ ote — 


wl 

+&n (80—-w—vw)— 57 v+> 5 &(1—n) wo? + 
wen 

—én 


ui = ( x) \' + [fae fae fae fave 1—é) 
x [&(1—£)f(v) + tf @))-* + 
+ [as fas fas fan 2" [lara [t)+ eqs tO) 


+ 20%—04 [f() +7 fel | ” | / age tet (87b) 
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a? = es ye fat] [an fa | 1 age w) x 


0 


i= 2 2 w f (§) 
 [4[-2 [241 cal +8*(1—v)) + 2/6 


£ w f(§) ]-2 
+ 21e[0—214=2] ea | + 
1 


i! &-7 2 
+ Saray Ew) + (28-89 58 (0+ wo) + Ew G2) P 


—2(1—) n+ n(1—n) 4 aap not 


+ [-84+ FF (0+ w)—BEw5—4 + 2(1—&) ql—49(1— 9) Px 


2 
x (eri 94 Sy + ca trel}+ 


+ (sh) (ae 76, [av aw jae|-4 es 


1 " sote- ai a 6?(v—w) w 
4 FO)[f(%)—8(v—w)w) 4 f(r) -B(v-w) w J" 





+ 





(87) 


(Die letzten Terme, die proportional 6? sind, fallen weg, wenn die 
Renormalisation gemiiss Fall I von § 5 definiert wird.) 


up = (sx) + as [as fav fal bf |. 


x [A + ae] + [a22e* [0+ +l), (era 


py? = 5 \5 [as faz faved — &)2 3 x 
0 0 0 


x [-842(1-2S8E=9) fang) +260—O f(r. (7H 


In allen diesen Ausdriicken sind die einfachsten Integrationen 
liber einen oder mehrere der Feynman-Parameter bereits ausgefiihrt. 
Die Resultate der restlichen Integrationen sind Funktionen von 
6°. Fiir 7-Mesonen (u = 275 Elektronenmassen) ist 6? ~ 0,022 <1. 
Um analytisch weiter rechnen zu kénnen, beschranken wir uns auf 
den Grenzfall 

6? = 0. (88) 
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Sollten einzelne Terme dann divergieren, so miisste man natiirlich 
Ausdriicke der Form In 6 usw. mitnehmen. Eine nahere Unter- 
suchung zeigt jedoch, dass alle Ausdriicke (87 a)—(87f) einzeln end- 
lich bleiben, wenn man 6? = 0 setzt. Das steht im Gegensatz zur 
Elektrodynamik’), wo man in den zu yu“ und uw analogen Termen 
zunachst eine endliche Photonmasse einfiihren muss, da sie sonst 
divergieren wiirden. 

Auch im Grenzfall (88) macht die Ausfiihrung der Integrale (87 a) 
bis (87f) den weitaus gréssten Teil der ganzen Arbeit aus. Am lang- 
wierigsten sind (87a) und (87c). (87b) ist erheblich einfacher, 
(874) und (87f) sind leicht. Viel hangt auch davon ab, in welcher 
Reihenfolge die Integrationen ausgefiihrt werden. Bei den ersten 
Integrationen werden die Ausdriicke stets umfangreicher und spal- 
ten sich auf in Terme, die bei den letzten zwei Integrationen einzeln 
divergieren, wenn man bis exakt zu den Grenzen integriert. Man 
hat deshalb, soweit nétig, 

: ‘ —— 

| du jdo.. .. durch J du | dv.. 

6 6 Be és 
zu ersetzen. Fiir ¢; > 0 miissen sich alle Divergenzen innerhalb jedes 
Terms yu), ..., wu kompensieren, was tibrigens eine gute Kontrolle 
fiir allfallige Rechenfehler bietet. Alle Integrationen sind analytisch 
ausfiihrbar. Bei der zweitletzten Integration gewisser Terme stésst 
man auf die Funktion : 
p (2) = fac aot) | (89) 
0 

Die benétigten Eigenschaften dieser Funktion findet man z. B. in 
Arbeiten von Powetu?*) und Mircueuu?’). Bei der letzten Inte- 
gration erhalt man fiir alle Terme in (87a), (87b), (87c) und (87f) — 
abgesehen vom Faktor (1/2 z)* — rationale Resultate und Terme 


der Form : e 
at B 
g(1) = 2” y(—1) —— (90) 


In pu sowie in x“ heben sich alle transzendenten Terme der Form 
(90) am Ende weg. In (87c) stésst man noch auf das Integral 


as oe ein) 2 fa Bento = ¢(3), (91) 


t(8) = pas = 1,202 (92) 


n=1 
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die Riemannsche ¢-Funktion vom Argument 3 bedeutet. Die Re- 
sultate sind 


(4 
ui? = 


(4) _ 
b 





Nach (84), (38), (85) und (93) erhalt man somit fiir das anomale 
magnetische Moment in 2. und 4. Ordnung in der Naherung 6? = 0. 


(242, 4) 44__ (fr \?, 1 f, \# [4311 eg 1, 
whe + eet = is) z+ (35) ios ~ ie ™ 7 $8)| = 


a —(f/ 0,250 — (J). -0,166, (94) 


in Kernmagnetonen e/2M gemessen, wihrend der experimentell 
gefundene Wert 
Hexp = (+ 1,79268 + 0,00006) KM (95) 


betragt1’). Das magnetische Moment in 4. Ordnung hat also, wie 
dasjenige 2. Ordnung, das falsche Vorzeichen, wenn man nur ein 
neutrales Mesonfeld ankoppelt. Fiir den von LuttincER®) ver- 
suchsweise gebrauchten Wert von {2/47 ~ 36 wird wf? ~ — 3, 
pw f4 = —22. Nun sind aber die experimentellen Werte der Kopp- 
lungskonstanten selbst gréssenordnungsmissig noch unsicher. Auf 
jeden Fall miissen in einer Theorie mit y,-Kopplung die Effekte 
4. Ordnung bei der Bestimmung der Kopplungskonstanten mit- 
beriicksichtigt werden*). Dann zeigt sich auch, dass man fir /f? 
wesentlich kleinere Werte bekommt?5)?%). Nehmen wir versuchs- 
weise f? um einen Faktor 10 kleiner, so wird uf? » — 0,3, 
pw ft x — 0,2. 

Die Resultate (93) stimmen in Vorzeichen und Gréssenordnung 
mit den entsprechenden Ergebnissen in der Arbeit von NAKABAYASI 
und Sato?) iiberein, worin die magnetischen Momente der Nu- 
kleonen in 4. Ordnung der pseudoskalaren Mesontheorie durch nu- 


*) Vgl. hierzu R. P. Feynman, Phys. Rev. 76, Seite 783. 
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merische Integration fiir 6? = 0,022 abgeschatzt werden. Immerhin 
ergeben sich Abweichungen, die jedoch nicht mehr als etwa 15% 
betragen, ausser im Falle von yu“, wo sich ein Unterschied um einen 
Faktor 3,5 ergibt. 


Eine Méglichkeit, diesen Unterschied zu erklaren, kénnte darin 
liegen, dass die Approximation (88) schlecht ist. Wahrend in der 
japanischen Arbeit ein maximaler Fehler von wenigen Prozent an- 
gegeben wird, ist der Fehler, der durch das Nullsetzen von 6? ent- 
steht, schwierig abzuschiatzen. Er betrigt fiir das magnetische Mo- 
ment in 2. Ordnung etwa 5%. Nur im Ausdruck u kann man, wegen 
der besonderen Form des Nenners in (87f) leicht zeigen,. dass der 
Fehler nicht mehr als etwa 1% betragen kann. Tatsiachlich stimmt 
ui bis auf wenige Prozent mit dem entsprechenden Resultat von 
NaxkaBayasi und Saro iiberein (abgesehen von einem Faktor 2, der 
in der japanischen Arbeit fiir diesen speziellen Term, und nur fiir 
diesen, hinzukomint, weil dort auch Neutronen an das Mesonfeld 
angekoppelt sind. Vgl. die Bemerkung hierzu in § 5 der vorliegen- 
den Arbeit). 


Eine zweite Méglichkeit kénnte in der verschiedenartigen Renor- 
malisierung der Kopplungsxonstanten gesucht werden. Da in der 
japanischen Arbeit keine Regularisierung verwendet wird, unter- 
scheiden sich die Renormalisationskonstanten dort von den unsrigen 
um endliche Summanden. Das hat dort z. B. zur Folge, dass das 
Neutron vom geladenen Mesonfeld her eine endliche elektrische 
Ladung ~ f? bekommt (die mit 3’ c; = 0 verschwinden wiirde), wo- 


durch Ladungserhaltung und Eichinvarianz verlorengehen. Wahr- 
scheinlich haben diese Differenzen bei der Renormalisierung jedoch 
keinen Einfluss auf die Berechnung des anomalen magnetischen 
Momentes. 


Das Endresultat (94) stimmt mit demjenigen von NakaBayasI 
und Sato im Vorzeichen tiberein. Beide Arbeiten kommen demnach 
zu der Feststellung, dass das magnetische Moment des Protons 
durch neutrale pseudoskalare Mesonfelder bis in 4. Ordnung nicht 
richtig wiedergegeben werden kann. Nach NaxkaBayasi und Sato 
ist es in einer pseudoskalaren geladenen oder symmetrischen Theorie 
moglich, das richtige Protonmoment zu erhalten, jedoch wird dann 
das magnetische Moment des Neutrons falsch. Die besten Méglich- 
keiten, um die Momente fiir Proton und Neutron in einer pseudo- 
skalaren Theorie bis zur 4. Ordnung richtig zu bekommen, scheint 
die Kombination einer symmetrischen mit einer neutralen Theorie 
zu bieten. Man hat dann aber Werte der Kopplungskonstanten 

. 22 





338 A. Thellung. 


nétig, die es wahrscheinlich machen, dass auch die Beitraige noch 
héherer Ordnungen eine wichtige Rolle spielen. 

Wahrscheinlich ist auch von den in der kosmischen Strahlung 
gefundenen V-Mesonen ein Beitrag zu den magnetischen Momenten 
der Nukleonen zu erwarten; doch ist im Augenblick noch so wenig 
iiber diese schweren Mesonen bekannt, dass es fiir eine Diskussion 
ihres Einflusses zu friih ist. 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. W. Pauti, méchte 
ich fiir sein dauerndes Interesse an dieser Arbeit herzlich danken. 
Besonderen Dank schulde ich auch Herrn Dr. R. Jost fiir seine 
wertvollen Ratschlage beim Beginn dieser Arbeit. Weiter bin ich 
Herrn Prof. Dr. F. J. Dyson fiir eine aufschlussreiche Diskussion 
zu grossem Dank verpflichtet und Herrn Prof. Dr. R. Krone fiir 
einige wertvolle Hinweise. 
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Summary. A method for determining the g-factor of the intermediate state of a 
nuclear y-y-cascade is described. The method consists in measuring the angular 
correlation of the two successive y-rays as a function of an external magnetic field 
perpendicular to the plane of the y-rays. A full account is given of the apparatus 
and of the various corrections involved in the measurement. 

The method has been applied to the cascade of Cd111, giving a g-factor of 
g = —0.28 + 0.05 for the intermediate (247 KeV) level. Because this state has a 
spin of 5/2, the magnetic moment becomes pu (247 KeV) = — (0.70 + 0.12) u,. 


I. Einleitung. 
1. Ubersicht. 


Untersuchung und Deutung der magnetischen Momente derAtom- 
kerne bilden in den letzten Jahren eines der zentralen Probleme der 
Kernphysik. Schon 1937 hat Scumipt?) unter Annahme eines Ein- 
teilchenmodells einfache Formeln fiir den Zusammenhang zwischen 
Spin und magnetischem Moment der Kerne aufgestellt (Schmidt- 
Linien). Das damals vorliegende Material wurde in den letzten Jah- 
ren, hauptsachlich durch Kernresonanzexperimente, sehr stark er- 
weitert. Andererseits wurde ebenfalls in den letzten Jahren die alte 
Idee?) einer weitgehend auf dem Einteilchenmodell aufgebauten 
Schalenstruktur der Kerne wieder aufgegriffen, erweitert und teil- 
weise theoretisch begriindet?-*) *). Nach dem Einteilchenmodell 
sollte zu erwarten sein, dass die magnetischen Momente aller 
Kerne auf den Schmidt-Linien liegen. Experimentell hat sich je- 
doch gezeigt, dass mit wenigen Ausnahmen alle Momente zwischen 
diesen Kurven liegen. Diese Abweichung hat schon zu sehr vielen 
Deutungsversuchen Anlass gegeben, z. B. 8-15). 

Alle bisherigen experimentellen Methoden erméglichen die Mes- 
sung des magnetischen Momentes nur im Grundzustand stabiler 


*) Eine gute Ubersicht iiber die Schalenstruktur z.B. bei HEISENBERG’). 
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oder eventuell langlebiger radioaktiver Kerne?*). In keinem Falle 
aber ist das magnetische Moment in mehr als einem Zustand des 
gleichen Kernes bekannt. Fiir einen Entscheid zwischen den ver- 
schiedenen oben erwahnten Theorien ware jedoch die Kenntnis der 
magnetischen Momente in angeregten Zusténden von grosser Be- 
deutung. 


Eine Méglichkeit zur Bestimmung der magnetischen Momente 
des Kernes in einem kurzlebigen angeregten Zustand bietet, wenig- 
stens fiir gewisse Fille, die in den letzten Jahren entwickelte Methode 
der Messung der Richtungskorrelation zweier von einem Kern suk- 
zessive emittierter y-Strahlen. Die von HamittTon?’) vorausgesagte 
Anisotropie solcher Winkelverteilungen ist zuerst von Brapy und 
Devutscu?) eindeutig festgestellt worden. Die Richtungskorrelation 
hangt von der Multipolordnung der beiden Strahlungen und von den 
Drehimpulsen der drei beteiligten Niveaus ab. Schon Hamitton?’) 
hat darauf hingewiesen, dass die Anisotropie nur dann den theoreti- 
schen Wert erreicht, wenn der mittlere Zustand der Kaskade nicht 
durch das eventuell vorhandene enorme Magnetfeld der Elektronen- 
hiille (105 bis 10° Oersted) gestért wird. GorrtTzEL}*) hat spiater 
diese Idee aufgenommen und den Einfluss der Atomhiille auf die 
Richtungskorrelation berechnet. Zusatzlich hat er gezeigt, dass durch 
ein starkes Magnetfeld, welches in Richtung eines Quants angelegt 
wird, eine durch das Magnetfeld der Hiille verursachte Stérung 
weitgehend aufgehoben werden kann. Brapy und DEeutscH?®) haben 
erwéhnt, dass durch Beobachtung der Richtungskorrelation in ei- 
nem fussern Magnetfeld bei geniigend langer Halbwertszeit des 
mittleren Zustandes und bei vernachlassigbar kleinen Hiillenfeldern 
der g-Faktor des mittleren Zustandes gemessen werden kann. 


Versuche von Brapy und Deutscu?®), den Einfluss verschiedener 
chemischer Bindungen und den eines ausseren Magnetfeldes auf die 
Richtungskorrelation einiger Isotope (Ti*®, Ni®, Sr88, Pd?9*, Ba1%4) 
nachzuweisen, verliefen ergebnislos. 


Ein fiir solche Untersuchungen sehr giinstiger Fall liegt in der 
y-y-Kaskade des Cadmiumisotopes Cd?! vor, dessen Zerfallsschema 
von McGinnis) sehr sorgfaltig untersucht worden ist. Die Aniso- 
tropie der Kaskade ist zuerst von BorHm und WaLTER??) zu A = 
— 0,07 + 0,04 bestimmt worden. Da die Halbwertszeit des mitt- 
leren Zustandes der Kaskade relativ gross ist (8,6 - 10-8 sec), ist zu 
erwarten, dass sich die Richtungskorrelation sowohl durch ein dus- 
seres Magnetfeld von ca. 10000 Oersted, wie auch durch innere 
Felder beeinflussen lasst. Die Beeinflussung durch innere Felder 
kann durch Wechselwirkung des magnetischen Kernmomentes mit 
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einem Magnetfeld oder auch durch Kopplung des elektrischen Kern- 
quadrupolmomentes mit einem inhomogenen elektrischen Feld er- 
folgen. Diese Felder kénnen durch die eigene Elektronenhiille oder 
durch benachbarte Atome erzeugt werden. Ein erster Versuch zur 
Feststellung einer Beeinflussung durch innere Felder verlief jedoch 
auch an diesem Isotop erfolglos?). 


Der erste eindeutige Nachweis eines solchen Effektes ergab sich 
durch Messung der Korrelation an Quellen, bei denen das Cd!!! in 
verschiedene Medien eingebaut wurde?*-?*), Beim Einbau des Cd244 
in Ionenkristalle verschwindet die Anisotropie vollstindig, beim 
Einbau in Silber steigt sie dagegen iiber den friiher gemessenen 
Wert hinaus bis auf A = — 0,20 + 0,01. Die verschiedenen Quellen 
gestatten nun, in einem ausseren Magnetfeld die beiden folgenden 
Effekte zu untersuchen: Einérseits kann bei Quellen maximaler 
Anisotropie ein Magnetfeld senkrecht zur Ebene der beiden Quanten 
angelegt werden. Dann lasst sich aus der Schwachung der Aniso- 
tropie durch das Magnetfeld mit Hilfe der Formeln von ALDER”) 2°) 

. der g-Faktor des mittleren Zustandes bestimmen. Andererseits kann 
mit Quellen kleinerer oder verschwindender Anisotropie der von 
GoERTZEL)*) vorgeschlagene Versuch einer Wiederherstellung der 
ungestérten Richtungskorrelation durch Anlegen eines Magnetfeldes 
in Richtung des einen Quantes ausgefiihrt werden. Ein negatives 
Resultat dieses Versuches wiirde darauf hinweisen, dass die Stérung 
nicht durch das Magnetfeld der Hiille, sondern durch andere Felder 
erfolgt. | 

In der vorliegenden Arbeit berichten wir iiber die Untersuchung 
der ersten der beiden erwahnten Méglichkeiten, die Bestimmung des 
g-Faktors des tiefsten angeregten Zustandes von Cd1!!. Die provi- 
sorischen Messungen sind bereits in einer kurzen Mitteilung ver- 
éffentlicht worden?*). Die Untersuchung der zweiten Méglichkeit ist 
zur Zeit im Gange. 


Damit ist in einem ersten Fall das magnetische Moment eines 
Kernes in zwei Zustinden bekannt. Obwohl die Anwendung dieser 
Methode an viele Voraussetzungen gebunden ist, sollte es trotzdem 
modglich sein, weitere angeregte Zustande damit zu untersuchen. 


2. Theorie. 


Wir beschranken uns darauf, die fiir das Verstandnis der vorlie- 
genden Arbeit notwendigen Formeln zu zitieren und eine einfache 
klassische Interpretation zu geben. Fiir alle weiteren Angaben ver- 
weisen wir auf die Arbeiten von ALpER?’) 28), denen wir hier folgen. 
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Ausgehend von einer Formel von GorERTZEL?), zeigt ALDER, dass 
fiir die Emissionswahrscheinlichkeit zweier sukzessiver Quanten mit 


den Richtungen k, und k, in einem Magnetfeld gilt: 


i 1 a oo 
W(ky, ke) = » Gi Ue seer Yih) Yi (he) - (1) 


Dabei sind Yt(k;) Kugelfunktionen (spherical harmonics). Die Koef- 
fizienten a, sind vollstaéndig unabhangig vom Magnetfeld am Ort 
des Kerns, der ganze Einfluss des Feldes steckt in den Schwachungs- 
faktoren Gf. In diesem Ausdruck (1) ist zunachst sowohl die Wir- 
kung des magnetischen Momentes der Elektronenhiille wie auch die- 
jenige eines éusseren Magnetfeldes enthalten. Fiir den uns interes- 
sierenden Fall, in welchem nur ein éusseres Magnetfeld vorhanden 
ist, das magnetische Moment der Hiille also verschwindet, folgt: 


" 1 
~ (l-ire@t) 


Gi. (unabhangig von k) 
wobei 
guKH 


ao= h 


ist. Hierin bedeuten g den g-Faktor, t die Lebensdauer des mittleren 
Zustandes und uw, das Kernmagneton. 

Wenn das Magnetfeld senkrecht zur Ebene der beiden registrier- 
ten Quanten steht, vereinfacht sich Formel (1) weiter zu: 


b - 
w(d, H) cad Pe efr9, (4) 


Dabei bedeutet @ den Winkel zwischen den beiden Quanten, die 
Koeffizienten b, sind ebenfalls feldunabhangig. Das magnetische 
Feld bewirkt also eine Schwachung und gleichzeitig eine Phasen- 
verschiebung. 

Falls die Detektoren die beiden emittierten Quanten nicht unter- 
scheiden kénnen, was bei den meisten experimentellen Anordnungen 
zutrifft, wird die Phasenverschiebung herausgemittelt, und es folgt 
fiir den Schwachungsfaktor: 


1 a (5) 
2 | 1-irot l+ir@t}]  14+(rwt)? * 





Gi = 


Eine Messung der Richtungskorrelation als Funktion der Feld- 
starke mit solchen Detektoren kann also nur den Betrag, nicht aber 
das Vorzeichen des g-Faktors liefern. 
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Fiir die in der vorliegenden Arbeit untersuchte y-y-Kaskade des 
Isotops Cd!!! wurde festgestellt, dass sich die Korrelationsfunktion 
W(0) bei Abwesenheit eines aéusseren Magnetfeldes sehr gut durch 
eine Verteilungsfunktion der Form 


W(0) = 1+ A, cos? 0 (6) 


darstellen lasst (vgl. Abschnitt 3). Damit reduziert sich die Formel 
(4) — unter Annahme von idealen Detektoren, die nur fiir je eine 
Quantensorte empfindlich sind — auf folgenden Ausdruck: 

b 


Tp@opr [cos 2 OF 2arsin2 G), (7) 


W(0,H) =1+ 475 


wobei zwischen A, und b, die einfache Beziehung besteht: 


A 
by =a. @) 
Das Vorzeichen des sin 20-Termes hangt von der Richtung des 
Magnetfeldes ab. 

Sind beide Detektoren wiederum gleich empfindlich, so verschwin- 
det der sin 20-Term und es bleibt 





W(0, H) =1 + by’ cos2 O 
be (9) 


mut be = T+@or?’ 











Diese Formel gilt jedoch nur dann, wenn die Richtungskorrelation 
ohne Riicksicht auf die individuellen Lebensdauern im mittleren 
Zustand gemessen wird. Die fiir solche Messungen verwendeten Ko- 
inzidenzanordnungen besitzen jedoch ein gewisses Auflésungsver- 
mégen, das durch die Auflésungszeit t) charakterisiert wird. Da das 
zweite Quant aber immer erst eine bestimmte Zeit t nach dem ersten 
emittiert wird, registriert die Koinzidenzanordnung das Quanten- 
paar nicht mehr, wenn t > t). Gerade die Winkelverteilung solcher 
,langlebiger** Prozesse wird durch das Magnetfeld am starksten be- 
einflusst. Es ist deshalb zu erwarten, dass durch das endliche Auf- 
lésungsvermégen der Verlauf der Anisotropie in Funktion der Feld- 
stairke H verfalscht wird. 


AupER*) hat fiir den Fall, dass nur Zerfallsprozesse registriert 


*) Miindliche Mitteilung. 
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werden, die innerhalb der Auflésungszeit t, erfolgen, die folgende 
Formel angegeben: 


W(0, H,t)) =1+b,cos2 0 


— bi 1—e-/* [cos (2 wT) — 2 wt sin (2 @T)) 
7 1—e-tlt 


10) 





Es ist zu bemerken, dass man nach dieser Formel bei fester Feld- 
stirke H durch Variation der Auflésungszeit T) grundsatzlich den 
g-Faktor auch messen kann. 

Um die Korrektur (10) méglichst klein zu halten, sollte man die 
Auflésungszeit t) méglichst gross wihlen. Dadurch steigt aber die 
Zahl der ,,zufalligen Koinzidenzen“ stark an (vgl. Abschnitt 9). Der 
optimale Wert von t, wird durch die Messtechnik bestimmt. 

Die oben angegebenen Formeln sind wellenmechanisch abgeleitet 
worden. Wir wollen im Folgenden noch kurz zeigen, dass auch eine 
einfache halbklassische Uberlegung die Formeln (7), (9) und (10) 
liefert. Wir skizzieren die Rechnung, weil sie zeigt, dass das Vektor- 
modell und der klassische Begriff der Prazession des Kernspins um die 
Richtung des angelegten Feldes den vorliegenden Fall wiedergeben : 

Die Larmorfrequenz w der Prazession des Spins um die Feldrich- 
tung wird durch den Ausdruck (8) gegeben. Dabei hangt der Dreh- 
sinn vom Vorzeichen des g-Faktors ab (positiver Drehsinn bei nega- 
tivem Wert von g). Wird zur Zeit t = 0 der erste y-Strahl emittiert 
und zur Zeit t der zweite, so betragt der zuriickgelegte Prazessions- 
winkel y: 

yp=ort. 
Wenn die Feldrichtung senkrecht zur Ebene der Quanten steht, 
geht die Korrelationsfunktion W*(@) fiir dieses Quantenpaar iiber 
in W*(@ — y(H)). Gemessen wird der Mittelwert iiber alle diese 
individuellen Funktionen: 


fw(@-wtyetit-at 
W(0,H) = : (11) 
fe-tit.dt 





Die Integration erstreckt sich von t = 0 bis zur Auflésungszeit tT 
der Koinzidenzanordnung. Nun ist 
W*(0, H) = 1 + b, cos 2(0 — y) 
= 1+ ),(cos 2 Ocos2 y+ sin 2 Osin 2 y). 
Damit fiihrt der Ausdruck (11) auf eine elementare Integration und 


man erhialt direkt fiir unendlich grosse Auflésungszeit t, die Formeln 
(7) baw. (9) und fiir endliches t, den Ausdruck (10). 
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3. Die y-y-Kaskade des Cd14}, 


Damit durch den Einfluss eines ausseren Magnetfeldes auf die 
Richtungskorrelation einer y-y-Kaskade der g-Faktor des mittleren 
Zustandes bestimmt werden kann, muss die Kaskade verschiedene 
Bedingungen erfiillen: 


1. Die y-Strahlen der Kaskade sollen gut nachweisbar sein und 
eine messbare Anisotropie der Richtungskorrelation aufweisen. Das 
Zerfallsschema muss gut bekannt sein. 


2. Durch geeignete Herstellung der radioaktiven Quellen soll die 
Elektronenhiille der aktiven Atome und deren Umgebung so be- 
schaffen sein, dass die Stérung durch innere elektrische und magne- 
tische Felder am Ort des Kernes vernachlassigbar ist. 


3. Die Halbwertszeit des mittleren Zustandes darf weder zu gross 
noch zu klein sein. Ist die Halbwertszeit kleiner als etwa 10-8 sec, 


Fig. 1. 
Zerfallsschema des In111, 


so geniigen die heute im Laboratorium verfiigbaren Feldstarken 
nicht, um die Anisotropie merklich zu schwachen. — Die obere 
Grenze der Halbwertszeit wird dagegen durch verschiedene Fak- 
toren festgelegt (zufillige Koinzidenzen, Stérung durch magnetische 
Momente benachbarter Atome und Kerne) und wird zwischen 10-% 
und 10-5 sec liegen. 

Die Kaskade des Cd!!! erfiillt alle diese Forderungen. Die uns 
interessierenden Niveaus dieses von McGrnnis*!) untersuchten 
Isotops sind in Fig. 1 dargestellt. 

Die Halbwertszeit Tj. des mittleren Zustandes wurde von 
DevutscH®), McGowan*!) und Srerren®?) gemessen. Wir haben 
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den Wert von STEFFEN, T';.=(8,6 + 0,4) - 10-8 sec, verwendet. Die- 
ser Wert stimmt mit unserer Messung der Halbwertszeit durch die 
Koinzidenzverluste (vgl. Abschnitt 9) sehr gut tiberein. 

Die Richtungskorrelation der Kaskade ist von AEPPLI, FRAUEN- 
FELDER und WALTER?®) mit Quellen, in denen die radioaktive Mut- 
tersubstanz In114 in Silber eingebaut ist, ausfiihrlich gemessen und 
diskutiert worden. Das Ergebnis der Messungen lasst sich darstellen 
durch 


W(0) =1+ A, cos? 0 + A, cost O, 
A, + A, = — 0,20 + 0,01, 
|A,| < 0,1. 


Aus der Interpretation der Richtungskorrelation folgt dann ein- 
deutig, dass der Beitrag des cos*-Termes vernachlassigbar klein ist. 

Fiir die vorliegende Untersuchung haben wir ausschliesslich Quel- 
len beniitzt, in denen das radioaktive Isotop mit Hilfe der Doppel- 
strahlmethode*®) in Silber eingebaut worden ist. Bei der Herstellung 
wurde die aus Aluminium bestehende Auffangerfolie auf einer Tem- 
peratur von ca. 300°C gehalten. 


II. Apparatur. 


Alle Richtungskorrelationsmessungen dieser Arbeit wurden mit 
Szintillationszahlern ausgefiihrt. Der Vorteil gegeniiber den Geiger- 
Miiller-Zahlern hegt einerseits in der viel grésseren Ansprechwahr- 





























Blockschema. 


scheinlichkeit fiir y-Quanten (vgl. Abschnitt 8) und andererseits in 
der kleineren Totzeit des Ziahlers. Die Statistik der registrierten 
Koinzidenzen wird damit in der gleichen Messzeit sehr viel besser 
als bei Zihlrohrmessungen. 
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4. Die y-Detektoren und die Koinzidenzmischung. 


Das Prinzip der Anordnung geht aus dem Blockschema, Fig. 2, 
hervor. Der bewegliche Detektor wird um das Zentrum, wo sich die 
Quelle befindet, gedreht und schliesst mit dem feststehenden Detek- 
tor den Winkel @ ein. 

Die y-Detektoren der beiden Kanile sind gleich konstruiert. Jeder 
besitzt einen zylindrischen Anthracenkristall von 20 mm Durchmes- 
ser und 24 mm Lange und je zwei Elektronenvervielfacher (Photo- 
multiplier ,,1 P 21°). Das Lichtleitersystem zwischen dem Anthra- 
cenkristall und den beiden Multipliern besteht aus zwei zusammen- 
gekitteten Plexiglaskérpern, die je die Gestalt eines angeschnittenen 





























y-Detektoren. 


Rotationsellipsoides haben (vgl. Fig. 3). Der Vorteil eines ellipso- 
idisch geformten Lichtleiters gegeniiber normalen zylindrischen 
Lichtleitern geht aus einer Brennstrahleneigenschaft der Ellipse her- 
vor und ist besonders ausgepragt bei nicht zu grossen Leuchtstoff- 
volumina. Der Grund, warum man bei jedem Kristall zwei Multiplier 
verwendet, erklart sich durch folgende Uberlegung: Da eine még- 
lichst grosse Ansprechwahrscheinlichkeit erwiinscht ist, muss man 
erstens die Multipher mit relativ hohen Spannungen betreiben und 
zweitens die Impulse wenig diskriminieren, um Impulse kleinerer 
Amplituden nicht zu verlieren. Um dennoch nicht einen unertrig- 
lich hohen Nulleffekt zu bekommen, verwendet man fiir jeden Zahler 
zwei Multiplier. In einer Koinzidenzmischung werden die statistisch 
verteilten Untergrundimpulse, die hauptsachlich durch die thermi- 
schen Elektronen der Photokathode bedingt sind, grésstenteils un- 
terdriickt, wahrend die Impulse, hervorgerufen durch die Szintilla- 
tionen, koinzident in die Mischung gelangen und damit durchge- 
lassen werden. Da man zwischen dem beweglichen Detektor und 
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dem zugehérigen feststehenden Verstirker relativ lange Kabel be- 
nétigt, kommt unmittelbar nach den Vervielfachern je eine Katho- 
denfolgestufe. Nach den dreistufigen Verstarkern folgt die genannte 
Koinzidenzmischung (eine Germaniumdioden-Schaltung), dann der 
Diskriminator, ein Multivibrator und nochmals eine Kathodenfolge- 
stufe vor dem laingeren Kabel zu dem Koinzidenzverstirker der bei- 
den Kanile*). Das Auflésungsvermégen, charakterisiert durch die 
Auflésungszeit tj (gemessen aus den zufalligen Koinzidenzen), ist bei 
der genannten Diodenkoinzidenzmischung verhaltnismassig klein: 
t, ~2-10-* sec. Mit gleichem apparativem Aufwand kénnte dieses 
nur auf Kosten der Verstaérkung und damit auch der Ansprechwahr- 
scheinlichkeit wesentlich verbessert werden. Fiir schwichere Quellen 
wird daher der Nulleffekt noch nicht geniigend reduziert. Deshalb 
werden die Gehiuse der Multiplier noch mit Eiswasser gekihlt. 
Der Untergrund sinkt damit nicht nur auf ein fiir unsere Messungen 
gut ertraigliches Mass (ca. 200 min-*), sondern ist auch konstant. 


Die Koinzidenzmischstufe der beiden Kanile besteht aus einem 
Triodenpaar mit gemeinsamem Arbeitswiderstand*‘), [hr Auflé- 
sungsvermégen kann in fiinf Werten iiber den Bereich von t)~1-10-* 
bis 6- 10-7 sec variiert werden. Obwohl die Auflésungszeit t der 
Diodenkoinzidenzmischung rund zehnmal grésser ist, hat man selbst 
beim besten Auflésungsvermégen des Koinzidenzverstarkers kaum 
sptirbare Verluste an wahren Koinzidenzen. Diese Erscheinung lasst 
sich folgendermassen begriinden: Der Koinzidenzverstarker arbeitet 
differenzierend ; wenn nun die sehr steilen Anstiegsflanken der Im- 
pulse der beiden Kaniale innerhalb der Auflésungszeit des Koinzi- 
denzverstaérkers ankommen, gibt es keine Verluste. Diese rasche 
Folge der Impulsflanken kann bei véllig symmetrischem Aufbau der 
beiden Kanile eben auch bei relativ schlechtem Auflésungsvermégen 
der Diodenkoinzidenzmischung erreicht werden. Hingegen hat sich 
tatsachlich gezeigt, dass die Koinzidenzverluste stark abhingig sind 
von kleinen Asymmetrien der beiden Kanile. 


5. Automatische Anordnung. 


Um verschiedene stérende Einfliisse der Apparatur auf die Mes- 
sung zu eliminieren, ist es giinstig, die verschiedenen Winkelposi- 
tionen wahrend einer Messreihe sehr oft zu wechseln, vgl. 35). Fiir 
unsere Messungen am In?! mit der Halbwertszeit T',. = 2,844 
sind halbstiindige Messintervalle zweckmassig. 


*) Herrn Dr. F. Humpet sind wir fiir die Entwicklung des elektronischen 
Teiles zu bestem Dank verpflichtet. 
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Da die Apparatur wahrend vieler Monate standig in Betrieb stand, 
war es noétig, die Einstellung der Winkelpositionen, die Steuerung 
der Messintervalle und die Registrierung der Stosszahlen zu auto- 
matisieren. Von einer zentralen Synchronuhr aus wird ein Motor 
gesteuert, der iiber eine Exzenterscheibe und eine Pleuelstange die 
Positionswechsel wahrend den Pausen zwischen den Messintervallen 
besorgt. Die gleiche Uhr unterbricht auch wahrend des Positions- 
wechsels die Registrierung. (Der relative Fehler der, Messzeitinter- 
valle ist kleiner als 2°/55.) Die entsprechend untersetzten Koinzidenz- 
und Einzelstosszahlen — und zur Kontrolle auch die Winkelposi- 
tionen — werden ebenfalls automatisch registriert. 


6. Der Magnet. 


Fiir unsere Messungen, in denen die Feldrichtung senkrecht zu 
den beiden Quanten (Messebene) steht, haben wir den in Fig. 4 dar- 
gestellten Magneten verwendet. Das Feld ist homogen im Bereich 














Fig. 4. 
Magnet. 


der Quelle, es wurde mit einer kleinen Spule (ca. 8 mm? Filache, 
200 Windungen) und ballistischem Galvanometer gemessen. Der re- 
lative Fehler in der Bestimmung der magnetischen Feldstarke be- 
trégt ca.4% und die maximal erreichbare Feldstaérke rund 7300 
Oersted. 
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III. Messtechnik, Hilfsmessungen und Korrekturen. 


In diesem Kapitel werden die fiir die Messung und Auswertung 
verwendeten Methoden beschrieben. Da diese auch fiir andere Koin- 
zidenz- und Richtungskorrelationsmessungen von Bedeutung sind, 
fassen wir den Formalismus etwas allgemeiner, als fiir unsere 
Zwecke notwendig wire. 


8 Experimentelle Bestimmung der Verteilungsfunktion W(@). 


Wir wollen fiir das Folgende voraussetzen, dass die beiden Detek- 
toren gleich empfindlich seien. Diese Annahme ist in Wirklichkeit 
zwar nicht exakt erfiillt (Empfindlichkeitsunterschiede bei den ver- 
wendeten Photomultipliern), sie ist aber gerechtfertigt, da sich ein 
nicht allzu grosser Unterschied der Ansprechwahrscheinlichkeiten 
in keiner Weise auf die Messung der Richtungskorrelation auswirkt. 








EE, 
2°2 





stabil 
Fig. 5. 


Fig. 5 stelle eine y-y-Kaskade dar. E,; bedeute die Quantenenergie 
hy; von y; (i = 1 und 2). «, sei der Konversionskoeffizient, definiert 
als das Verhiltnis der Gesamtzahl der Konversionselektronen zur 
Zahl der y- Quanten (N,:N,). Sei N die Zahl der Kernumwandlungen 
pro Zeiteinheit (Quellenstiarke), so gilt fiir die Zahl der emittierten 
y- Quanten 


N . 
Ny,“ Tha, 1=1,2. 


Die Zahl Z der in einem Zahler registrierten Quanten betragt 





Z=NQ| es, Sah |. (1) 


l+a, 1+, 











Dabei besitzen die einzelnen Faktoren die tibliche Bedeutung: 2 ist 
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der sensible Raumwinkel (gemessen in Einheiten 42) des Zahlers. 
Die Absorptionsfaktoren a; der Absorber vor den Detektoren, 
welche zur Abschirmung zugestreuter Quanten benétigt werden 
(vgl. Abschnitt 10), sind gegeben durch 


a; = e7*i sie 


Dabei bedeuten yu; die Absorptionskoeffizienten und «x die Dicke des 
Absorbers. Da sich bei Richtungskorrelationsmessungen die Absor- 
ber im allgemeinen unmittelbar vor dem Kristall befinden, und da 
man keine scharf gebiindelten Strahlen hat, sind die Absorptions- 
koeffizienten mu, kleiner als die in der Literatur angegebenen Werte. 
(Man muss sie daher in einer gesonderten Messung bestimmen.) ¢; ist 
die Ansprechwahrscheinlichkeit fiir die y-Strahlung der Energie E;. 


Fiir die Anzahl K der registrierten Koinzidenzen ergibt sich 





K = 2 NQ,Q,.—1*..-2%_. W(@) (2) 











(Die Indizierung f und b deutet auf den feststehenden bzw. beweg- 
lichen Detektor hin.) W(@) ist die Richtungskorrelationsfunktion, 
und zwar so normiert, dass 

[W(0)dQ=1. 


Kugel 


Um W(@) zu bestimmen, bildet man die Koinzidenzrate KR, defi- 
niert als Quotient von K und Z. Dadurch fallt die Praparatstarke 
N, die eine Funktion der Zeit ist, aus den weiteren Rechnungen. 
Weil die Quelle nie ideal zentriert werden kann, bezieht man K auf 
die Einzelstosszahl] Z, des beweglichen Detektors (vgl. WALTER*®) : 





a &) ag &s 

K Tite, 14 wo + .Ur i 

KR =7-= re ra W(@) = const. - W(@). (3) 
1+a, 1+a, 

















Die Konstante, der keine weitere Bedeutung zukommt, wird in einer 
Ausgleichsrechnung bestimmt bzw. eliminiert (vgl. Abschnitt 13). 
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8. Bestimmung von absoluten Quellenstarken und Ansprechwahrschein- 
luchkerten. 


Ausser dem Ausdruck fiir W(@) kénnen noch die drei weiteren 
unbekannten Gréssen N, ¢, und ég, die fiir unsere Untersuchungen 
zwar weniger wesentlich sind, betrachtet werden. Fiir sie stehen 
aber nur zwei Gleichungen zur Verfiigung, so dass sie sich nur bei 
Kenntnis einer zusatzlichen Angabe oder unter vereinfachenden An- 
nahmen einzeln bestimmen lassen. Mit den Ausdriicken (1) und (2) 
erhalt man 

Z,+Z . i x i a 
: +a, 1+ 
N= Ki) es ' — = W(@). (4) 
1+a, 1+ a, 








Fir den Fall, dass ¢, ~ ¢, ist, kann man, ohne einen grossen Fehler 
zu begehen, mit dem Produkt ¢, - ¢, kiirzen. Damit folgt 





ZZ : ‘Qa, a, (1+) (1+e,) 
= “Rie O° WO), mit = tag raltal ” 
Der Wert der Konstanten C liegt in der Nahe von 1/2. Ist der 
ungefahre Verlauf von ¢ in Funktion der y-Energie bekannt, so lasst 
sich dieser Fehler durch eine entsprechende Korrektur noch wesent- 
lich verkleinern. 
Ist W(@) von der Form 1 + A cos?@, so liefert die Normierung 





N= .(1+4)-C. (5) 


~ "K (7/2) | 3 











Dabei muss K auf ailfillige Koinzidenzverluste korrigiert sein. 

Mit den Formeln (1) und (5) kann man schliesslich die Ansprech- 
wahrscheinlichkeit ermitteln. Allerdings ist dies nur méglich fiir 
einen Mittelwert von ¢, und ¢,: Setzt man ¢, = &, = é, so erhalt man 


To = ae Se p _ Gy(1 +04) + a9(1 + 04) 
“1 FQ; We) Ss as 2a, ay , 





Oder wieder mit obiger Normierung: 





- _ K(n/2) 1 


“1 JQ, 1+428 C (6) 











(Analoge Ausdriicke erhalt man bei Vertauschung der Indices f und b.) 


Diese Methode zur Bestimmung der Ansprechwahrscheinlichkeit ist 
um so besser, je kleiner die Differenzen zwischen ¢, und ¢€, oder 
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zwischen a,/(1 + «,) und a,/(1 + «,) sind. Einfach zu diskutieren 
sind die beiden folgenden Grenzfalle, 1. wenn ¢, = &, ist die Methode 
exakt, und 2. wenn a,/(1 + «,) = a,/(1 + a), stellt ¢ das harmoni- 
sche Mittel von ¢, und e, dar, d.h. dann ist € = (2 e, &)/(€,; + &). 

Fir einen bestimmten Szintillationskristall lasst sich die maxi- 
male Ansprechwahrscheinlichkeit theoretisch ermitteln. Wir haben 
dabei angenommen, dass nur der Comptoneffekt zur Zihlung bei- 
tragt. Dies ist fiir Anthracenkristalle im Energiebereich 0,1 bis iiber 
2 MeV gerechtfertigt, da einerseits der Photoeffekt tiber 0,1 MeV 
keine Rolle mehr spielt, und andererseits die Paarerzeugung unter 
2 MeV noch nicht wesentlich auftritt. Fiir die in unseren Detektoren 
verwendeten Kristalle haben wir die theoretische Ansprechwahr- 
scheinlichkeit mit Hilfe der Formel von Kie1n-Nisuina berechnet; 


EC) 
40 
35 
30 


254 





Ey (Mev) 
@2 04 06 08 OW 2 % wb 8 20 2 
Fig. 6. 
Ansprechwahrscheinlichkeit in Funktion der y-Energie. 





sie ist in Fig. 6 gestrichelt eingezeichnet. Die ausgezogene Kurve 
entspricht den gemessenen Werten. Die Grenze, wo die Ansprech- 
wahrscheinlichkeit die theoretischen Werte erreicht, ist nur von 
apparativen Daten abhingig. Dass die gemessenen Werte teilweise 
iiber der berechneten Kurve liegen, hingt einerseits damit zusam- 
men, dass im Plexiglaskérper (Lichtleiter) Quanten in den Kristall 
zuriickgestreut werden oder dass Quanten durch Streuung am Blei- 
mantel in den Kristall gelangen. Andererseits hat man auch mit ent- 
sprechenden f-Detektoren festgestellt, dass bei zunehmenden - 
Energien die Ansprechwahrscheinlichkeit betrachtlich tiber 100% 
steigt. Es soll sich dabei entweder um verzigerte kleine Lichtblitze 
im Anthracen oder um eine Art Malter-Effekt an den Elektroden 
des Multipliers handeln**)3’), (Die registrierten zusatzlichen Im- 
pulse, die durch verzégerte Lichtblitze oder Malter-Effekte ent- 
23 
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stehen, geben keinen Anlass zu Koinzidenzen, so dass man sie bei 
einer Quellenstirkebestimmung von den Einzelstosszahlen subtra- 
hieren muss. Durch Hilfsmessungen kann man Auskunft bekommen 
iiber den Anteil des Uberschusses, der bedingt ist durch die in den 
Kristall hineingestreuten Quanten. Der Rest des Uberschusses ist 
dann der Anteil, den man von der Einzelstosszahl zu subtrahieren 
hat.) 

Die Grésse der Ansprechwahrscheinlichkeit zeigt die Uberlegen- 
heit der Szintillationszihler bei Koinzidenzmessungen gegeniiber 
den friiher verwendeten Zahlrohren. Da die Zahl der Koinzidenzen 
proportional dem Produkt der Ansprechwahrscheinlichkeit beider 
Ziahler ist, wird die Leistung um einen Faktor gesteigert, der gleich 
dem Quadrate des Verhaltnisses der Ansprechwahrscheinlichkeiten 
ist. Im Falle der hier untersuchten y-y-Kaskade des Cd"! betragt 
die mittlere Ansprechwahrscheinlichkeit fiir unsere Szintillations- 
zahler rund 12,5%, die von guten y-Zahlrohren 1% (Brant et al.*) 
und neuere unveréffentlichte Messungen aus unserem Institut). In 
gleichen Messzeiten zahlen wir also rund 150mal mehr Koinzidenzen 
als bei Verwendung von Zahlrohren. Da ferner Szintillationszahler 
bedeutend kleinere Totzeiten besitzen, kénnen gréssere Einzelstoss- 
zahlen zugelassen werden, wodurch die Statistik ebenfalls verbessert 
wird. 


9. Zufillige Koinzidenzen, Koinzidenzverluste. 


Das endliche Auflésungsvermégen des Koinzidenzverstarkers, das 
wir durch die Auflésungszeit ty) charakterisieren (vgl. Abschnitt 4), 
gibt einerseits Anlass zu zufalligen Koinzidenzen, andererseits zu 
Koinzidenzverlusten. 

Die Zahl der zufalligen Koinzidenzen pro sec betragt 


K yup = 2 T (2, + Zo,)° (Z, + Zp); 


wo Z die Einzelstosszahl und Z, den Nulleffekt pro sec bedeuten; 
T) ist in sec gemessen. 

Ausser den zufilligen Koinzidenzen hat man einen, zwar kleinen, 
aber immerhin feststellbaren Untergrund von den gemessenen Koin- 
zidenzen zu subtrahieren. — Zur Bestimmung des stufenweise va- 
riierbaren Auflésungsvermégens des Koinzidenzverstarkers werden 
die Detektoren gegeneinander abgeschirmt und vor jeden eine Quelle 
gestellt. Da so nur zufallige Koinzidenzen gezaéhlt werden, kann man 
aus obiger Formel direkt t) berechnen. 

Die zulassige Quellenstairke wird durch das Vorhandensein der 
zufalligen Koinzidenzen bestimmt, da das Verhaltnis von zufalligen 
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zu wahren Koinzidenzen proportional ist zur Quellenstarke N. Wie 
gezeigt wurde, ist ja die Anzahl der wahren Koinzidenzen propor- 
tional zu N, die der zufalligen proportional zu N?. Bei kleinerer Auf- 
lésungszeit t, wird zwar dieses Verhiltnis vermindert, hingegen 
kénnen physikalische Griinde, die schon im 2. Abschnitt besprochen 
wurden, grosse Werte von Tt, verlangen. Mit genau gemessenem Auf- 
lésungsvermégen haben wir bis zu 40% zufallige Koinzidenzen zu- 
gelassen. Dadurch ist fiir jeden Wert von t,) die maximale Priparat- 
stirke bestimmt. Die kleine Totzeit des Szintillationszahlers kann 
so meistens nicht voll ausgeniitzt werden. 

Koinzidenzverluste entstehen einerseits aus rein apparativen 
Griinden, vgl. HumBe.**), andererseits kommen natiirlich dann 
noch Verluste dazu, wenn die Lebensdauer des mittleren Zustandes 
der Kaskade vergleichbar ist mit der Auflésungszeit des Koinzidenz- 
verstarkers. Die apparativ bedingten Verluste haben wir mit einer 
sehr schnellen Kaskade (Ni®°) gemessen, sie betragen beim besten 
Auflésungsvermégen (t) ~ 10-7 sec) 4 bis 5%. Bei der Cd!!!-Kas- 
kade (Tj). = 0,86 - 10-7 sec) stimmen die gemessenen Verluste gut 
iiberein mit den auf Grund der Verzégerung und der apparativen 
Verluste berechneten Werten fiir die verschiedenen Auflésungsver- 
moégen. — Fiir die Berechnung von absoluten Quellenstirken und 


von Ansprechwahrscheinlichkeiten ist die Kenntnis der Koinzidenz- 
verluste notwendig. 


10. Streuquanten, Abschirmungsprobleme. 


Wat.TER®*5) hat auf die verschiedenen Méglichkeiten hingewiesen, 
wie vorgetiuschte Koinzidenzen durch Streuung von y-Quanten 
entstehen kénnen. Der grésste Teil solcher stérender Koinzidenzen 
wird dadurch erzeugt, dass ein Quant im Anthracenkristall des einen 
Detektors eine Comptonstreuung erfahrt, damit registriert wird und 
als Streuquant in den andern Detektor gelangt, wo es ebenfalls regi- 
striert wird. In den Arbeiten von Brapy und Dreutscn?®) und von 
Wa.TER*5) sind Methoden zur Verminderung und zu Kontrollmes- 
sungen solcher unerwiinschten Koinzidenzen beschrieben. Wir haben 
grundsitzlich die gleichen Methoden verwendet. Uber unsere ein- 
gehenden Untersuchungen dieser Streueffekte wird im folgenden 
kurz berichtet. 


Je nach dem Winkel zwischen den Detektoren miissen die koinzi- 
denzfahigen Streuquanten teilweise die Absorber an der Stirnflache, 
teilweise diejenigen um die Mantelflache des Anthracenkristalls 
passieren (vgl. Fig. 3), und zwar sowohl beim Austritt aus dem er- 
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sten, wie auch beim Eintritt in den andern Detektor. Die primaren 
Quanten miissen hiugegen nur einmal durch den Stirnabsorber 
gehen. Da ausserdem die gestreuten Quanten weicher sind als die 
primaren, kénnen jene durch diese Absorption grésstenteils unter- 
driickt werden. Je harter die primaren sind, desto grésser wird die 
Energiedifferenz zwischen Primér- und Streuquanten und desto 
giinstiger die Absorptionsverhiltnisse. Im Falle der Cd?11-Kaskade 
hat man relativ kleine Primarenergien, so dass man die Absorptions- 
verhiltnisse sorgfiltig. zu studieren hat. Da die wahren Koinziden- 
zen proportional zum Produkt der Absorptionsfaktoren sind, be- 
schrainkt man die Absorber im direkten Strahlengang auf das kleinst- 
mégliche Mass. Auch die seitlichen Abschirmungen sollte man nicht 
unnétig gross dimensionieren, da sie als Streukérper wirken und so 
den sensiblen Raumwinkel unkontrellierbar vergréssern. 


Die aus Blei bestehenden Stirn- und Seitenabsorber wurden fol- 
gendermassen dimensioniert: Fiir die beiden y-Quanten werden die 
Winkelverteilungen der Energie und der Intensitaét der gestreuten 
Quanten nach dem Comptoneffekt berechnet (siehe z.B. HEITLER*®)). 
Auf den verschiedenen Winkelpositionen wird als Streuwinkel ein 
Mittelwert verwendet. Die Absorptionsfaktoren werden aus den Ab- 
sorptionskoeffizienten fiir die betreffenden Streuenergien und den 
vom Winkel abhingigen Schichtdecken berechnet. (Es wird nicht 
der totale Absorptionskoeffizient « verwendet, sondern von diesem 
der Anteil der Klein-Nishina-Streuung subtrahiert, da die Absorber 
unmittelbar vor dem Kristall liegen und diese Streuquanten zu 
einem grossen Teil noch in den Kristall gelangen. Bei kleinen Ener- 
gien macht ohnehin der Photoeffekt den Hauptanteil von uw aus. In 
der Wahl des den wirklichen Verhaltnissen am besten angepassten 
Absorptionskoeffizienten lhegt die gfésste Unsicherheit der ganzen 
rechnerischen Abschatzung, da dieser exponentiell eingeht.) Ferner 
muss man die Ansprechwahrscheinlichkeit der Detektoren fiir die 
Streuquantenenergie und den sensiblen Raumwinkel fiir die Streu- 
quanten kennen. 


Diese rechnerischen Abschétzungen sind natiirlich nicht genau, 
sie geben aber ein gutes Bild von der Gréssenordnung der Streu- 
effekte. Falls die Streukoinzidenzen einen merklichen Anteil aus- 
machen, darf man also die entsprechende Korrektur nicht nur auf 
diese rein rechnerischen Abschétzungen basieren, es sind dann Hilfs- 
messungen nétig. Besser ist es jedoch, unter Verwendung der skiz- 
zierten Abschaétzung die Absorber so zu dimengionieren, dass gar 
keine Korrekturen mehr ndtig sind (zulassige Streuungen 0,1 bis 1% 
der wahren Koinzidenzen). Dies haben wir fiir unsere Messungen an 
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den y-y-Kaskaden von Cd4#1 und Ni® mit den in Tabelle I ange- 
fiihrten Absorbern erreicht. 


Tabelle I. 





Isotop der | Mittlere Stirnabsorber | Seitenabsorber 


y-y-Kaskade |  y-Energie in mm Blei 





in mm Blei 





Ni60 1,25 MeV 6,0 8,0 











cam 0,21 MeV | 3,0 








Die oben beschriebene Methode zur Berechnung der Streueffekte 
haben wir an diesen beiden Abschirmungen mit den »-Strahlungen 
von Fe®® gepriift. Fe®® besitzt zwei gleich intensive y-Strahlen von 
1,1 und 1,3 MeV. Da diese Energien fast gleich gross sind wie die- 
jenigen von Ni°® (1,17 und 1,33 MeV), eignet sich diese nicht koinzi- 
denzfihige Strahlung von Fe*® vorziiglich zum Priifen der fiir Ni® 
berechneten Abschirmung. Wir priiften damit aber auch die Ab- 
schirmung fiir Cd!, die natiirlich fiir diese Energien bedeutend 
mehr Zustreuungen zulasst. Die Ubereinstimmung von Abschatzung 
und Experiment ist befriedigend, die experimentell bestimmten 
Werte sind sogar meist kleiner als die berechneten. — Ferner haben 
wir mit der y-Strahlung von Au!®§ Streumessungen vorgenommen. 
Nach CavaNnaGu et al.4°) kommen mit kleinen Intensitaten neben 
der 0,411-MeV-Strahlung noch solche von 0,67 und 1,09 MeV vor. 
In dieser Arbeit wird vermutet, dass es sich um eine Kaskade han- 
delt, wobei die energiereichsten Quanten dem direkten Ubergang 
vom obersten Niveau zum Grundzustand entsprechen sollen. Wir 
haben in der Tat gefunden, dass die beiden Ubergiinge kleinerer 
Energie koinzidenzfihig sind. Dies hat CavanaGu*?) spater selbst 
bestatigt. Mit semen Angaben iiber die verschiedenen Intensitiiten 
kénnen wir auf die wahren Koinzidenzen schliessen und die Anteile 
an den Streukoinzidenzen fiir die verschiedenen Strahlungen be- 
rechnen. Auch hier stimmen Experiment und Abschatzung befrie- 
digend iiberein. 

Fiir die Cd?11-Kaskade ergibt die Abschitzung bei Verwendung 
der Absorber gemiiss Tabelle I einen maximalen Anteil an Streu- 
koinzidenzen von weniger als 0,3°%. Die Streuexperimente gestatten 
die Annahme, dass der wirklich vorhandene Anteil eher weniger aus- 
macht. Zwei weitere Priifungen bestiatigen diese Annahme: Erstens 
haben wir im Laufe der vielen Richtungskorrelationsmessungen an 
Cd die Feststellung gemacht, dass sich die Koinzidenzraten bei 60° 
und 120° nicht unterscheiden. Dies erwartet man wegen der Sym- 
metrie von W(@) beziiglich 90°, wenn keine Streukoinzidenzen auf- 
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treten. Zweitens haben Versuche mit zwischen den Detektoren ein- 
geschobenen Absorbern gezeigt, dass keine merkbaren Streukoinzi- 
denzen vorkommen. — Die weiteren von WaALTER**) erwahnten 
Streumdglichkeiten treten seltener auf und zudem werden jeneStreu- 
quanten durch unsere Abschirmungen noch starker absorbiert, da 
die Quanten nach einer zweiten Streuung noch weicher werden. So- 
mit brauchen wir auf diese Streueffekte nicht einzugehen. 

Die 2,05-MeV-£-Strahlung der In114-Aktivitat (siehe Abschnitt 12) 
wird durch 2,4mm Aluminium vor jedem Anthracenkristall ab- 
sorbiert. 

Schliesslich haben wir die Streuungen untersucht, die entstehen 
kénnen, wenn sich die Quelle zwischen den Polschuhen des Magne- 
ten befindet (vgl. Fig. 4). Wir haben mit einigen Praparaten die 
Richtungskorrelation ohne und mit Magnet (ohne Magnetfeld) ge- 
messen und keine merklichen Unterschiede gefunden. Somit kénnen 
wir diese Streuungen ebenfalls vernachlassigen. 


11. Strewung von Quanten in quellennaher Materve. 


Bei den meisten unserer Quellen haben wir den Einfluss der 
Streuung von Quanten in der Quelle auf die gemessene Anisotropie 
zu beriicksichtigen. 

Das aktive Indium wird zusammen mit Silber im Doppelstrahl- 
verfahren auf 0,005 mm Aluminiumfolie aufgedampft. Die entste- 
henden Schichten sind rund 0,015 mm dick. Die ganze Folie wird 
nachher aufgerollt und in ein diinnwandiges Aluminiumréhrchen 
gesteckt. In dieser verhiltnismissig massiven Quelle wird ein nicht 
zu vernachlassigender Teil der emittierten Quanten gestreut, Was 
eine Verminderung der gemessenen gegeniiber der wahren Aniso- 
tropie zur Folge hat. . 

Fiir die gestreuten Quanten zeigt die Klein-Nishina-Formel, dass 
im Falle des Cd211 meistens Streuungen unter Winkeln von ungefahr 
20° bis 140° vorkommen und dass kleinere und gréssere Winkel 
relativ selten auftreten. Man kann deshalb als gute Naherung an- 
nehmen, dass alle jene Quantenpaare, von denen mindestens ein 
Quant gestreut wurde, eine vollig isotrope Korrelation aufweisen. 
Eine genauere Rechnung dieses Streuproblems zeigt, dass diese An- 
nahme im Gebiete von 0,2 MeV der Wirklichkeit tatsachlich sehr 
nahe kommt. Fiir héhere Quantenenergien trifft dies hingegen nicht 
mehr zu, da die kleinen Streuwinkel mehr bevorzugt werden. Dies 
hat zur Folge, dass die Anisotropie in kleinerem Masse verfalscht 
wird. Streuexperimente an der Ni®°-Kaskade haben unsere Berech- 
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nungen quantitativ bestatigt. Wir wollen im folgenden die einfache 
Rechnung fiir die Cd!!!-Kaskade wiedergeben. 

Die Zahlen w, und wg seien die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass 
ein Quant des ersten bzw. zweiten Uberganges nicht gestreut wird. 
Mit obiger Annahme kann man w,; einfach aus dem totalen Compton- 
Wirkungsquerschnitt fiir die mittleren Silber- und Aluminium- 
schichtdicken berechnen (w; = 1 bedeutet also keine Streuung). Das 
Produkt w, - w, ist dann der unveranderte Bruchteil der gesamten 
Strahlung mit wahrer Anisotropiekonstanten A. Der restliche An- 
teil, namlich 1 — w,- w, hat isotrope Verteilung, so dass W(@) 
= 1+ A-cos?@ iibergeht in 

W’'(O) = w, we (1+ A cos? O) + n (1 — w, We), 
wobei n ein Normierungsfaktor ist, der bestimmt wird durch 
’ A 
[w (@) dQ - [we dQ=1+4, 
woraus n = 1 + A/3 folgt. 

Die gestreuten Quanten sind jedoch weicher als die primaren und 

werden damit im Stirnabsorber stirker absorbiert und zudem mit 


kleinerer Ansprechwahrscheinlichkeit gezaéhlt. Um dies zu beriick- 
sichtigen, zerlegen wir den isotropen Anteil in Komponenten: 


1 — w, W, = (1 — w,) + (1 — we) — (1 — w,) (1 — wy). 


Die beiden Summanden (1 — w,) sind die Anteile jener Paare, von 
denen das 1- Quant gestreut wurde, unabhingig davon, ob das an- 
dere Quant auch gestreut wurde oder nicht. Diese beiden Summan- 
den zihlen somit solche Paare, von denen beide Quanten gestreut 
wurden, zweimal; das dritte Glied subtrahiert eine dieser iiberschiis- 
sigen Komponenten. So erhilt man fiir die gemessene Winkel- 
verteilung W’(@) 


W’(O) = wy, wz (1 + A cos? O) + (1 + +) x 


x [a — Ww) eras + (1— wg) (aaa)e _ (1 — w,) (1—w,) Sais fone) ; 


€, ay &2 A, &, Ay * &g Ae 


Dabei sind ¢; und a; Ansprechwahrscheinlichkeiten und Absorptions- 
faktoren der primiren Quanten und (¢,;a@,), das Produkt der ana- 
logen Gréssen fiir die gestreuten Quanten. Der Querstrich bedeutet 
Mittelung dieses Ausdruckes iiber die Winkelverteilung nach KLEIN- 
NISHINA: 


( fe: (&(@) + a,(k()) - {(O) sin ede 
E; ajJs = = ae 


EG [1(@)sin 0.40 
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Die Absorptionsfaktoren a,(k) werden ava den Absorptionskoeffi- 
zienten, die fiir die Pb- und Al-Absorber vor den Detektoren (vgl. 
Abschnitte 7 und 10) giiltig sind, berechnet. Die numerischen Inte- 
grationen liefern 

(e,a,;). | 0,49 fiir die 247-keV-Strahlung 


é,a; | 0,46 fiir die 173-keV-Strahlung. 


Wir vernachlassigen den Unterschied und setzen fiir beide Energien 
den Mittelwert 0,475. Damit wird 


W'(@) = w, wz (1 + A cos? @) + (1 4 4) x 
x [0,475 (2 — w, — we) — 0,225 (1 — w,) (1 — w,)], 


oder W’(9) = 1 + Bcos?0, woraus A aus dem Verhilinis 


A:B = —S%at (0475 B—w,— ,)— 0,225 (1 —w,) (1—w,)} 
wy We — B/3 [0,475 (2 — w, — we) — 0,225 (1 — w,) (1—w,)} 


folgt. — Der mittlere Wert dieses Verhiltnisses fiir die verschiedenen 
Praparate betraigt rund 1,05. Somit ist die diskutierte Korrektur 
zwar klein, aber immerhin nicht zu vernachlissigen. 


12. Stérende Fremdaktivititen. 


Bei der Bestrahlung von Cd mit Protonen im Cyklotron entsteht 
neben In144 eine ganze Reihe anderer Isotope. Mit Ausnahme von 
In1?4 besitzen jedoch alle eine viel kleinere Halbwertszeit als In!!! 
und kénnen deshalb nach einer Wartezeit von rund 48 Stunden zwi- 
schen Bestrahlung und Messbeginn vollstandig vernachlassigt wer- 
den. Das Intensitaétsverhaltnis In1* zu In?" lasst sich einerseits 
berechnen aus dem Haufigkeitsverhaltnis der stabilen Isotope Cd?" 
und Cd?11, aus den Wirkungsquerschnitten dieser Isotope fiir die 
_p-n-Reaktion*?) und der Zerfallswahrscheinlichkeiten der aktiven 
Isotope In!* und.din*1. Andererseits kann man das Verhaltnis auch 
messen durch Verfolgung der Halbwertszeit des Gemisches In™4- 
In1!! jiber eine langere Zeit. Vom zweiten bis ungefahr sechsten Tag 
nach der Bestrahlung, in der Zeit, wihrend der man die Richtungs- 
korrelationsmessung am Cd!!! ausfiihrt, betragt der Anteil der Strah- 
lung von In!* nur einige Prozente. — Die Anwesenheit dieser Strah- 
lung, vgl. Fig. 74%), bedingt Korrekturen an den Einzelstosszahlen 
wie auch an den Koinzidenzen. Der stark konvertierte Ubergang y, 
und die zu 3% vorkommende y-y,-Kaskade liefern Anteile zur Ein- 
zelstosszahl ; die 6-Strahlung wird absorbiert. Die genannte Kaskade 
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gibt Anlass zu Koinzidenzen, und zwar handelt es sich um eine sehr 
koinzidenzfahige Strahlung, da die y-Energien im Gebiete maxi- 
maler Empfindlichkeit unserer Detektoren liegen (vgl. Fig. 6). Die 
nétigen Korrekturen wurden dadurch ermittelt, dass man einige 
Praparate in gewissen Zeitabstanden in den verschiedenen Winkel- 
positionen gemessen hat. Die Anteile des In?#4 an der Eingelstoss- 
zahl und den Koinzidenzen kénnen aus diesen Hilfsmessungen durch 
Extrapolation bestimmt werden. 


50% In?™4 





Yu Sane 


72° In 





2me* 


prac \P 97% 
0650 198 


Zerfallsschema von In!!4. 


13. Berechnung der Anisotropie aus der gemessenen Winkelverteilung. 


Da die sensiblen Raumwinkel und die Quelle nicht unendlich 
klein sind, misst man Mittelwerte von W(@) iiber gewisse Winkel- 
intervalle. Dies hat zur Folge, dass die direkt gemessene Aniso- 
tropiekonstante [W(2) — W(7/2)]/W(a/2) kleiner ist als die wahre. 
Diese Effekte hat Watrer*5) eingehend untersucht und fiir einige 
spezielle Falle Korrekturformeln angegeben. Wir haben diese Ef- 
fekte, die im Maximum eine Korrektur von 14% bedingen, rechne- 
risch beriicksichtigt *). 

Dabei wurde eine reine 1+ A, - cos?@-Verteilung angenommen ; 
einen cos*@-Term brauchen wir nicht zu beriicksichtigen, da er 
einen derart kleinen Koeffizienten hat?*), dass man dieses Zusatz- 

*) Fir die explizite Berechnung der Korrekturformein danken wir Herrn Dr. 
M. Water (Universitat Ziirich) bestens. 
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glied bei den Richtungskorrelationsmessungen gar nicht feststellen 
kann. 

Fiir jede einzelne Messreihe wurde mit Hilfe dieser Korrekturfor- 
meln die wahre Anisotropiekonstante A, durch Ausgleichen der auf 
den verschiedenen Winkelpositionen gemessenen Werte der Koinzi- 
denzrate bestimmt. (Ausgleichsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate.) 

Den Fehler der Anisotropiekonstanten A, berechnen wir aus den 
mittleren statistischen Fehlern der auf den einzelnen Winkelposi- 
tionen gemessenen Koinzidenzraten. Je nach den fiir die Messung 
gewahlten Winkelpositionen fiihren wir diese Fehler mit entspre- 
chenden Gewichten ein. 

Bei der Messung der Richtungskorrelation in Funktion der magne- 
tischen Feldstirke ist es bequemer, die Winkelverteilung in der 
Form W(@) = 1+ b, cos 20 zu schreiben. Der Koeffizient b, be- 
rechnet sich zu by = A,/(2 + Ag) (vgl. Seite 343). 


14. Korrektur auf endliches Auflosungsvermégen. 


In Abschnitt 2 (Seite 343 und 344) wurde erwahnt, dass die Messung 
der Anisotropie b; in Funktion der Feldstairke H durch eine endliche 
Auflésungszeit t, des Koinzidenzverstarkers verfalscht wird und 
dass deshalb eine Korrektur notwendig ist. Diese Korrektur wird 
durch Forme] (10) (Kapitel I) gegeben: 


bY = bf G, 6 = 1-2 [eos (2 w %)-2 wT sin (2 wT9)] 


Rice en tolt 
Dass diese Korrektur sehr grosse Werte annehmen kann, ist aus 
Fig. 8 ersichtlich. In dieser Figur ist der Korrekturfaktor 6 fiir drei 
verschiedene Auflésungszeiten t, aufgezeichnet. Als Variable wurde 
dabei an Stelle von w = (guxzH)/h das Produkt g-H verwendet. 

Wie aus der Figur folgt, bleibt die Korrektur nur dann in ertrag- 
lichen Grenzen, wenn das Auflésungsvermégen einigemal grésser ist 
als die Lebensdauer des mittleren Zustandes. 

Dieser Korrekturfaktor © wurde mit verschiedenen Praparaten 
experimentell gepriift, indem bei einer bestimmten Feldstarke die 
Anisotropie in Funktion der Auflésungszeit t, gemessen wurde. Wie 
Fig. 9 zeigt, ist die Ubereinstimmung der theoretischen Kurve und 
der experimentellen Werte sehr befriedigend. Fiir die Berechnung 
der Korrektur © wurde als g-Faktor der Wert g = — 0,28 ange- 
nommen (vgl. Abschnitt 15). — Aus den Figuren 8 und 9 entnimmt 
man ferner, dass sich der g-Faktor auch auf diese Weise bestimmen 
lassen wiirde. 
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20 


Fig. 8. 


Korrektur © in Funktion von g - H fiir verschiedene Auflésungszeiten. 
a: T = 1,8: 10-7 sec; b:t, = 2,9- 10-7 sec; c: Tt, = 4,3 - 107-7 sec. 











18 29 


Fig. 9. 
Korrektur@ in Funktion der Auflésungszeit 7, beieiner Feldstarke H = 2820 Oersted. 
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IV. ' Ergebnisse. 
15. Bestummung des g-Faktors. 


A. Der absolute Betrag von g. 


Im 2. Abschnitt wurde die Theorie der Schwachung der Aniso- 
tropie durch ein ausseres Magnetfeld skizziert. Wie man der dort an- 
gegebenen Formel (9) entnimmt, kann man das Produkt wt und damit 
bei bekannter Lebensdauer t auch den g-Faktor, g= w h/u;H schon 
durch Messung der Schwachung bei einem einzigen Wert der Feld- 
stirke H bestimmen. Die experimentellen Ergebnisse lassen sich 
jedoch besser mit der Theorie vergleichen, wenn der ganze Verlauf 
der Schwichung als Funktion des angelegten Magnetfeldes be!kannt 
ist. Wir haben deshalb die Schwachung fiir verschiedene Werte der 
Feldstarke zwischen 0 und 7350 Oersted gemessen. Dann lisst sich 
der g-Faktor durch Ausgleichen nach der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmen. 


Tabelle II. 





Ungefahre 

Grésse des Vgil. 

Korrektur- Abschnitt 
faktors 


Operation 











. Korrektur: zufallige Koinzidenzen 1,2 

. Korrektur: Nulleffekte 1,005 

. Korrektur: Subtraktion des In!4-Anteils . . 1,08 

. Bildung der Koinzidenzrate — 

. Beréchnung der Anisotropie durch Ausglei- 
chen der Koinzidenzraten unter Beriicksich- 
tigung der Quellenausdehnungs- und Raum- 
winkelkorrektur 

. Korrektur: Streuung in der Quelle 

. Korrektur: endliche Auflisungszeit (OG). . . 

. Berechnung des g-Faktors durch Ausgleichen 
des Verlaufes 5,’ (H) 

. Iteration 

















In Tabelle II geben wir eine Ubersicht iiber den Gang der Aus- 
wertung. Die verschiedenen Operationen, mit der ungefahren Grosse 
der entsprechenden Korrekturen, werden in der natiirlichen Reihen- 
folge aufgezahlt. 
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Die Operationen 1 bis 8 sind in den betreffenden Abschnitten 
naher beschrieben. Mit Iteration (Operation 9) bezeichnen wir das 
folgende Verfahren: Die Berechnung der Korrektur 6 (Operation 7) 
setzt die Kenntnis des g-Faktors voraus. Man nimmt nun fiir diesen 
Wert zunachst eine nullte Naherung an, berechnet die 6-Korrektur 
und bestimmt in Operation 8 den g-Faktor in erster Naherung. Mit 
diesem neuen Wert geht man wieder in Operation 7 ein und fiihrt 
diese (konvergierende) Iteration fort, bis man eine hinreichende 
Genauigkeit fiir den g-Faktor erzielt hat. 


% y-b; 
12 . 


10 











5 7 | Ak Oerst. 
Fig. 10. 


Anisotropie in Funktion der Feldstarke. (Die ausgezogene Kurve ist nicht an den 
Anisotropiewert bei H = 0 angepasst, sondern sie wurde durch Ausgleichen aller 
Messwerte erhalten.) 


Das Resultat der Messungen ist in Fig. 10 dargestellt. Die Aus- 
gleichung liefert fiir den Betrag des g-Faktors den Wert 


1g | = 0,28 + 0,05. 





Diskussion des Fehlers. 


a) Die Gesamtheit der Korrekturen in Tabelle II scheint gross zu 
sein. Die einzelnen Korrekturen lassen sich aber alle relativ genau 
ermitteln, so dass sie nur wenig zum Fehler von |g| beitragen. Ins- 
besondere ist zu bemerken, dass eine Korrektur, die nur eine Multi- 
plikation der Anisotropiekonstanten mit einem konstanten und von 
der Schwichung unabhingigen Faktor bedeutet, tiberhaupt keinen 
Einfluss auf den g-Faktor hat. Dies trifft in erster Naherung fiir die 
Operationen 1 und 6 zu (zufiallige Koinzidenzen und Streuung in 
der Quelle). 
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b) Der Fehler der Feldstarke H geht direkt in |g| ein. Mit unserer 
Messmethode haben wir H auf ungefihr 4% ermittelt. Damit tragt 
H etwa zu 20% zum Fehler von |g] bei. 

c) Auch der relative Fehler der Lebensdauer des mittleren Zu- 
standes addiert sich zum relativen Fehler von |g|. Nach Angabe 
von STEFFEN®?) und nach eigenen Messungen nehmen wir die Halb- 
wertszeit zu 


T,)2 = (8,6 + 0,4) - 10-8 sec 


an (vgl. Seite 346). Diese relativ grosse Ungenauigkeit macht rund 
30% des Fehlers von |g| aus. 

d) Die in Fig. 10 eingezeichneten Fehler der einzelnen Messpunkte 
sind zusammengesetzt aus den statistischen Fehlern und den Feh- 
lern der Korrekturen, wobei die ersteren etwa fiinfmal grésser sind. 
Der Beitrag dieser Fehler macht etwa die Halfte des Fehlers von 
|g| aus. 

e) Die Messpunkte in Fig. 10 liegen gruppenweise tiber und unter 
der theoretischen Kurve. Dieses Verhalten ist besser ersichtlich, 


° 
% 1 A 2 
i b, = b, 1¢#(2w0t) 


12 





10 








H 
8  kOerst. 








Fig. 11. 
Anisotropie reduziert um die theoretische Schwachung. 


wenn man die Messpunkte durch den theoretischen Wert der Schwa- 
chung dividiert, so dass die Messwerte im Mittel auf der horizontalen 
Geraden durch b, = b3 (H = 0) liegen (Fig. 11). 

Eine eindeutige Abklarung der deutlich sichtbaren Welligkeit ist 
uns noch nicht gelungen. Obwohl die Méglichkeit nicht sehr gross 
ist, dass der Effekt durch statistische Schwankungen vorgetiauscht 
wird, kann sie doch nicht ausgeschlossen werden. Eine weitere Er- 
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klarung ist méglich durch die Wechselwirkung des Kernquadrupol- 
momentes mit inhomogenen elektrischen Kristallfeldern. Auf jeden 
Fall ist eine griindliche Untersuchung einer solchen ,,Feinstruktur* 
der Schwachung experimentell sehr schwierig, da kleinste Differen- 
zen in der Herstellung der Quellen sich sehr stark auswirken kénnen. 
Ferner erfordert die Kleinheit des Effektes kleine statistische Feh- 
ler, also ausserst lange Messzeiten. 


B. Vorzeichen des g-Faktors. 


Wie im 2. Abschnitt gezeigt wurde, lasst sich mit Detektoren, die 
zwischen den zwei Quanten der Kaskade nicht unterscheiden kén- 
nen, nur eine Aussage tiber den Betrag, nicht aber iiber das Vor- 
zeichen des g-Faktors machen. Der Energieunterschied zwischen den 
beiden Quanten der Cd211-Kaskade erlaubt es aber, die Detektoren 
fiir diese Unterscheidung sensibel zu machen, indem man die Stirn- 
absorber ungleich wahit. (Die Summe der beiden Absorberdicken 
muss wegen der Zustreuung ungefahr gleich bleiben. Im Falle des 
Cd} zeigt eine rechnerische Abschatzung, dass der Differenzeffekt 
optimal wird, wenn man vor dem einen Zahler 1,2 mm, beim andern 
0 mm Blei anbringt, zusatzlich je 2,4 mm Aluminium.) Zur Erlau- 
terung dieses Effektes diskutieren wir den folgenden Idealfall: Der 
feste Zahler sei nur fiir das erste, der bewegliche nur fiir das zweite 
Quant empfindlich. Der g-Faktor sei negativ, so dass — in der halb- 
klassischen Betrachtungsweise (vgl. Seite 344) — die Prazession im 
positiven Sinn um H erfolgt. Misst man fir H = 0 das Maximum der 
Winkelverteilung bei 90°, so verschiebt sich dieses gegen gréssere 
Winkel bei H + 0, wenn die Richtungen des ersten Quants, des 
zweiten Quants und des Magnetfeldes eine Rechtsschraube bilden. 
Vertauscht man die Empfindlichkeit der Zahler, so verschiebt sich 
das Maximum gegen einen Winkel, der kleiner ist als 90°. Das Um- 
polen des Magneten bewirkt denselben Effekt, wie das Vertauschen 
der Absorber. 

Wir haben durch Messung der Differenz der Koinzidenzrate (bei 
© = 135°) durch Vertauschung der ungleichen Stirnabsorber und 
der Magnetfeldrichtung eindeutig festgestellt, dass 


g<0 
ist. Der experimentell bestimmte Differenzeffekt stimmt dabei mit 


dem berechneten Effekt gut iiberein. Damit folgt fiir den g-Faktor 
des mittleren Zustandes der y-y-Kaskade von Cd1?!: 





g = — 0,28 + 0,05. 
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16. Diskussion. 


Aus dem g-Faktor lasst sich bei bekanntem Spin direkt das ma- 
gnetische Moment des mittleren Zustandes angeben. McGrnnis?2) 
hat unter Annahme von Einteilchenzustanden das mittlere Niveau 
als d;.-Term bezeichnet (vgl. Fig. 1). Nehmen wir an, dass mechani- 
sches und magnetisches Moment hauptsachlich vom letzten, unge- 
raden Neutron herriihren, so bestatigt das von uns gemessene nega- 
tive Vorzeichen des g-Faktors die Zuordnung d;). (vgl. 28). 

Damit folgt fiir das magnetische Moment dieses Zustandes: 





| (dye) = — (0,70 0,12) sy 


Andererseits ist das magnetische Moment des Grundzustandes 
von Cd!!! sehr gut bekannt**) : 


(812) = — (0,59492 + 0,00008) uu, 








Im vorliegenden Fall ist also zum ersten Male das magnetische 
Moment eines Kernes in mehr als einem Zustand bekannt. In Fig. 12 
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Schmidt-Diagramm fiir neutronen-ungerade Kerne. 


haben wir diese beiden Momente, zusammen mit den andern be- 
kannten d;.-Zusténden fiir neutronen-ungerade Kerne, in ein 
Schmidt-Diagramm eingetragen. 

Zwei Tatsachen lassen sich aus Fig. 12 sehr gut ersehen: 

1. Das magnetische Moment des angeregten Zustandes passt sich 
gut ein in die Gruppe der tibrigen Werte, welche d;).-Grundzustin- 
den entsprechen. Eine Ausnahme bildet nur der Kern O01’, der aus 
einem doppelt magischen Rumpf und einem zusiatzlichen Neutron 
besteht. 
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2. Innerhalb der noch ziemlich grossen Fehlergrenze besitzt das 
- Isotop Cd1!1 im Grundzustand und im tiefsten angeregten Zustand 
das gleiche magnetische Moment. Ob die magnetischen Momente 
genau gleich sind, oder ob die vorhandene Tendenz des angeregten 
Zustandes gegen die Schmidt-Linie | + 1/2 wirklich vorhanden ist, 
wird sich erst durch genauere Messungen der Halbwertszeit und der 
Schwachung entscheiden lassen. 


Wir danken Herrn K. Atper fiir die vielen wertvollen Diskussio- 
nen sowie den Herren Dr. J. P. Buaser und Dr. P. Marnier fiir 
die zahlreichen Cyklotronbestrahlungen. 
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Oscillations forcées d’un liquide incompressible et visqueux dans 
un tube rigide et horizontal. Calcul de la force de frottement 


par Paul Lambossy. 
Institut de Physiologie de l’Univeisité de Fribourg (Suisse). 
(1. IL. 1952.) 


Résumé. Le mouvement que prend, sous l’action de forces données, un liquide 
visqueux dans un tube est connu dés qu’on connait 4 chaque instant ¢ la vitesse 
d’un filet de liquide situé 4 la distance r de l’axe, soit la fonction v(r, t). La premiére 
partie de ce travail a pour objet d’établir cette fonction, dans la supposition que 
la pression appliquée est une fonction harmonique du temps. 

Il résulte de la formule trouvée que la forme du profil des vitesses dépend, outre 
du temps, seulement de la quantité z définie par 


z=R 2 , 
/ n g 


Le résultat le plus intéressant est que les filets de liquide voisins de la paroi ont 
une avance de phase sur les filets centraux. 

La seconde partie du travail a pour objet d’établir une formule pour la force de 
frottement, c’est-a-dire pour la réaction de l’unité d’aire de la paroi sur la colonne 
de liquide. Cette formule 


-1)4 


dans laquelle « et 8 sont des fonctions de z, et U la vitesse moyenne dans la section, 
est valable seulement pour le mouvement harmonique étudié. 


1. Position du probléme. 


Le mouvement oscillatoire ou yibratoire longitudinal du fluide en- 
fermé dans un tube pose un probléme de mécanique qui intéresse 
& la fois le physicien et le physiologiste. Un tel mouvement s’observe 
en effet dans la propagation du son dans le gaz d’un tube rigide, et 
dans le fonctionnement du manométre destiné a l’enregistrement 
des variations de la pression sanguine. C’est enfin le mécanisme du 
pouls, au moins approximativement, c’est-a-dire de la propagation 
d’une onde de pression dans le liquide d’un tube élastique. 
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Toutes ces questions ont été considérées trés t6t par les praticiens, 
vu l’urgence qu’elles présentaient pour eux, plus tardivement par 
les théoriciens?). Comme la multiplicité des facteurs rend les phéno- 
ménes complexes, et qu’on ne peut demander que des solutions ap- 
prochées, on a cherché & obtenir des résultats utiles sans trop com- 
pliquer la théorie et on a réussi en général. Cependant il est un fac- 
teur qui semble avoir résisté 4 ces tentatives: la viscosité du liquide. 
Ou bien on tient compte de la viscosité correctement et on accepte 
les calculs compliqués qu’elle exige, ou bien on laisse ce facteur de 
cété complétement. 


Il y a peut-étre un moyen terme. 


Quand on applique |’équation de la dynamique & un cylindre de 
liquide de longueur / et dont le rayon R est égal au rayon intérieur 
du tube, il y a lieu de compter parmi les forces extérieures la com- 
posante longitudinale de la réaction de la paroi. On peut poser, pour 
cette force, 

2x R1-F, 


F est, la force de frottement par unité d’aire. On pourra écrire |’équa- 
tion de la dynamique dés qu’on possédera une expression de F. 


Dans le cas des oscillations harmoniques d’une masse de liquide 
dans un tube, l’expression de F est de la forme 


F =—f,U—fy<. (1) 


out U est vitesse moyenne dans la section, /, et f, deux grandeurs qui 
dépendent des constantes du tube et du liquide, ainsi que de la fré- 
quence. Le présent travail a pour but d’établir cette formule qui 
constitue le moyen terme dont nous venons de parler. 


Car, bien qu’elle soit établie pour un tube rigide, elle peut, au 
moins approximativement, s’appliquer au mouvement harmonique 
dans un tube élastique. C’est ainsi que le probléme des ondes, dont 
nous nous occuperons dans un prochain article, peut étre résolu en 
modifiant ]’égérement un exposé classique qui ignorait la viscosité. 


Nos recherches ont été inspirées par une formule semblable a (1) 
établie par RayLeicH?), et valable pour une plaque oscillant paral- 
lélement & une droite de son plan, et placée dans un liquide visqueux 
illimité. 
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2. Mouvement du liquide. 


Le mouvement laminaire d’un liquide incompressible et visqueux 
dans un tube cylindrique, rigide et horizontal, se fait par couches 
coaxiales, chacune d’elles ayant sa vitesse propre. Comme nous né- 
gligeons la pression hydrosiatique, la pression est la méme en tout 
point d’une méme section. 


En appliquant la loi de la dynamique 4 la masse de liquide com- 
prise entre deux surfaces cylindriques de rayons r et r + dr, de lon- 
gueur I, on obtient |’équation différentielle suivante, 4 laquelle obéit 
v = u(r, t), la vitesse du liquide, 

0? v 1 dv 


pS Oe od 
on tet nt 060i 8” (2) 


o densité, 7 coefficient de viscosité, p, — py différence de pression 
entre les extrémités de la colonne de liquide. 

Supposons maintenant qu’on entretienne artificiellement entre les 
deux extrémités une différence de pression variant dans le temps 
suivant la loi sinusoidale, et posons 


Pi-~ Po _ ‘ 
“ot = 4 cos wt; (3) 


l’équation différentielle deviendra 


0? v 1 dv ri) go Ov 
ay a Eg (4) 


La fonction v(r, t) cherchée doit étre telle que la condition aux 
limites 
v(R,t) = 0, quel que soit t ; (5) 


soit satisfaite. I] n’y a pas de condition initiale, si nous étudions 
l’état de régime, une fois que ]’état transitoire est passé. 


En posant 
v(r, t) = u(r, t) +A sin wt (6) 


l’équation (4) devient 


dtu 1 dw _ edu 
pie ot’ 


on +> Or n 
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et la condition aux limites 
u(R, t) = —Asin wt, quel que soit ¢. 
Enfin, si on introduit la variable t proportionnelle 4 t, 
A 
r= (9 


on aura l’équation différentielle du mouvement 


Ozu Ou u 


Or? ' + Or Or’ (10) 
En cherchant une solution particuliére de (10) qui soit de la forme 
u=@(r)e-**, — (A réel, positif) 


on obtient pour ®(r) la condition 


fo -1d®@ : 
ro [og +e «8. 


C’est une équation de Besse d’ordre zéro. En désignant par J)(z) 
la solution de premiére espéce, qui est finie pour x = 0, de l’équation 


a 1 7 
Tela) + 5 Iola) + Jo(z) = 0, 
on a 


P(r) = Jo(r VA2) 
u = Jo(r Vai) ec“. 


et par suite 


Afin d’avoir une solution plus générale, multiplions par une cons- 
tante complexe K quelconque, et prenons la partie réelle de |’ex- 
pression obtenue 


wu = Ré[K Jo(r 22) e-*]. (11) 


En remplacant t = nt/o d’aprés (9) et utilisant la condition aux 
limites (8), on obtient l’équation 


: An, -.: An ,\)__ A. 
Ré|K Jo(R Vii) (cos — t i sin #)|- —~sinwt. (12) 
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Elle détermine tout d’abord A, puisqu’on doit avoir 


An 
Q 


= @, ou kw EE. 
n 


Nous introduisons la grandeur z définie par 
z=R y2 
n , 
de sorte que (12) pourra s’écrire 


RE[K Jo(z Vi) (cos wt — isin wt)] =—“sin ot. 


En faisant successivement wt=0 et wt = 2/2 dans cette identité 
en t, on obtient les équations 


RE[K Jo(z Vi)] = 0 
Ré[i K J(z Vi] =4 
qui peuvent étre cumulées en une seule, savoir 
iK Ig(z yr) =~. 


Cette derniére donnera deux équations réelles si on fait K = B—iC 
et si on écrit symboliquement 


Jo(z Vi) = RE Jo(z Vi) + iSm J,(z yi). (15) 


On a donc, pour déterminer les constantes B et C, les deux équations 


C-RéJ,(z Vi) — B- Im Jg(z fi) =4, 


C+ Jm Jy(z Vi) + B+ RE J,(z yi) = 0. 


On déduit 





® [RéJ,(zVi)?+[ImJy(z Vi) P ’ 


cA Ré Jy (2Vi) 
@ [RéJ,(zVi)P+[Sm Jo (zVi)]* © 
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La fonction u(r, t) est donnée par (11) en remplacgant K = B—iC, 
en utilisant (13) et (14), et faisant usage de la décomposition (15); 
donc en prenant la partie réelle de l’expression 


(B—iC) [Re di (F Vi) + idm J, (= vi)| (cos wt —i sin w). 


Enfin v(r, t) s’obtient, d’aprés (6), en ajoutant A/w sin wt. Nous 
avons ainsi, pour la vitesse, la formule 


v(r, t) =~ sin wt 


+ cos at |B- REI (F Vi) +C-Jm Jo (Fe Vi) 


+sinwt|B-JImJy(FVi)—C-REIo(Z Vij]. (17) 


Nous rappelons que B et C sont donnés par les formules (16). Les 
nouvelles fonctions introduites au moyen des symboles Ré et Jm 
sont aisément maniables, comme on le verra, d’autant plus qu ‘l 
existe des tables pour leurs valeurs numériques. 


3. Profil des vitesses dans le tube. 


A un instant donné t, la vitesse v devient une fonction de r seul, 
et la représentation graphique de cette fonction dans | ’intervalle 
—R-x<=rzZR donne le profil des vitesses & cet instant. Ce profil 
varie au cours d’une période. 

De quoi dépend la forme de ce profil? 

Si nous laissons le facteur de proportionnalité A/w, qui est sans 
importance dans ce qui nous occupe, nous ne voyons figurer dans 
v(r, t), & part les variables wt et r/R, que le paramétre z. Ainsi la 
forme du profil dépend, outre du temps, seulement de la quantité 


z=R 2 
| 


Pour étudier toutes les formes possibles du profil, il suffit de faire 
varier z de zéro & |’infini. 


Les calculs sont rendus plus simples lorsque z prend certaines 
valeurs déterminées; ce sont celles pour lesquelles l’une ou |’autre 
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des deux expressions RéJ,(z yi) et Jm J,(z 7) s’annule; car dans 
le premier cas on a C = 0, et dans le second, B = 0. Mais ce n’est 
pas 4 dire que les formes de profil correspondantes soient plus remar- 
quables que les autres. 

Prenons le premier de ces deux cas; alors C = 0, et z est une racine 
de l’équation Ré J,(z V7) = 0. Les tables de JAHNKE-Empk (2. Aufl. 
1933) donnent aux pages 296—298 et 308 les valeurs des fonctions 
Ré J,(z Vi) et JmJ, (z /7) pour z réel. Il suffit de relever les valeurs 
de z pour lesquelles Ré J,(z V1) = 0. On en trouve deux; ce sont 


2,= 2,849, 2, = 7,287. (18) 


Premier exemple. La premiére de ces racines, soit 2,, implique que 
les constantes du tube, du liquide, et la fréquence sont telles que 


R yz = 2,849. 


On aurait ce cas en prenant T = 2 sec; w = 22/T = 3,14; 9 = 1,18 
(glycérine) ; 7 = 0,27; R = 0,77 cm. Comme on le voit, ce cas est 
trés ordinaire parmi ceux qui peuvent se présenter. 


La constante B, d’aprés (16), aura pour valeur 


A 1 
Ba ~Sinnwaeme. 
@ Jm J, (z,/i) 


La table donne, pour z, = 2,849, Jm J,(z, V1) = — 1,80. Done 


A 
B= 755° 
La vitesse, d’aprés (17) et puisque C = 0, sera donnée par |’équation 


oe v(r, t) = [1.8 +Jm J, (-p vi)| sin wt 


+ Ré Jo (Fe yi) cos wt. 


Il suffira, pour avoir un profil des vitesses, de calculer le second 
membre pour diverses valeurs du rapport r/R, aprés avoir choisi 
une valeur de wt. Pour ce calcul on utilise de nouveau les tables 
mentionnées. , 
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La derniére colonne de ce tableau donne, pour différentes dis- 
tances de ]’axe du tube, des nombres proportionnels a la vitesse du 
liquide, qui permettent de construire le profil des vitesses pour |’ins- 
tant de la période correspondant a la phase de 30°. On se procure 


Tableau I. 
Profil des vitesses pour wt = 1/6. 
2, = 2,849, sin wt = 0,5, cos wt = 0,866. 





eZ 


R 


rey 


né Jo R Vi) mJ yi) 


0 1 0 
0,2849 0,9999 — 0,0203 
0,5698 0,9984 — 0,0812 
0,8547 0,9917 — 0,1825 
1,1396 0,9736 — 0,3237 
1,4245 0,9358 — 0,5036 
1,7094 0,8671 — 0,7197 
1,9943 0,7545 — 0,9671 
0,8 2,2792 0,5833 —1,2381 
2,5641 0,3373 — 1,5211 
1,0 2,8490 0 — 1,7995 


























aisément d’autres tableaux pour les phases 60°, 90°, ... et l’on peut 
ainsi suivre les variations du profil au cours d’une période (fig. 1). 

















wh:-30° 0? #30° =6+60° 864909 41209 +950° 
Fig. 1. 


On remarquera que les filets de liquide voisins de la paroi ont par 
rapport & ceux qui sont voisins de ]’axe une avance de phase, et c’est 
la raison pour laquelle le profil se modifie au cours de la période. 
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Deuxiéme exemple. La deuxiéme racine (18), soit z,, implique que 
les constantes sont telles que 


R Vy = 7,287. 


Si l’on suppose le méme tube et le méme liquide, la fréquence doit 
étre plus grande. Ce choix de z, simplifie de nouveau les calculs 
puisque C = 0. La table donne pour 2 = 7,237, Jm J,(z, 1) = 25,05, 
de sorte que l’expression de la vitesse est 


25,05 w 
A 


v(r,t) = [25,05 —Jm J, (= yi)| sin wt 


— Ré Jy (7 Vi) + cos wt. 


La fig. 2 donne le profil des vitesses au cours d’une demi-période. 























90° 120° 150° 180° 
Fig. 2. 


Ces exemples montrent que, dans le cas simple d’une pression 
sinusoidale et dans les cas plus généraux, le profil des vitesses peut 
étre une courbe compliquée. II serait du plus haut intérét de posséder 
des profils déterminés par voie expérimentale, car ils confirmeraient 
probablement les hypothéses qui servent de base & nos calculs. Mais, 
comme ces faits ont rarement retenu l’attention des physiciens et 
comme ces expériences sont difficiles, nous ne saurions citer des 
résultats expérimentaux correspondant exactement a la théorie ex- 
posée. Néanmoins nous présentons au lecteur, a titre d’illustration, 
des profils de vitesses déterminés par A. MULLER?) dans des condi- 
tions d’expérience que nous indiquons briévement (fig. 3). 

Une balle en caoutchouc pressait pendant un certain temps (sys- 
tole) une certaine quantité de liquide (glycérine + eau) dans un 
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tube métallique de 1 cm de rayon et de 4m de longueur, aboutis- 
sant & un réservoir. Puis on supprimait brusquement la pression 4 
l’extérieur de la balle, ce qui avait pour effet d’établir une chute de 
pression négative le long du tube. La vitesse du liquide diminuait 
alors peu & peu jusqu’é une valeur nulle. Aprés ce temps (diastole), 
le phénoméne recommencait et on obtenait ainsi un mouvement ryth- 
mique analogue a celui de la circulation du sang chez les animaux. 


60; 05 








50+ 





40 


30 











On reconnait sur la fig. 3 l’avance de phase de la vitesse des 
couches axtérieures et le profil aplati observé sur nos exemples. 
Toutefois nous ne pouvons suivre par le calcul ce phénoméne, vu la 
forme compliquée de la courbe de la pression. 


4. Caleul de la foree de frottement. 


La force de frottement par unité d’aire qui s’exerce sur la surface 
latérale d’un cylindre de liquide de rayon r est donnée par 7 0v/0r. 
Au voisinage immédiat de la paroi elle est 


(19) 


La dérivée de v(r, t) peut étre calculée pourvu qu’on fasse usage de 
la propriété des fonctions de Bessel exprimée par |’équation 


Jo(z) = — J, (2), 
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J,(z) est la fonction de Bessel d’ordre 1. On a donc 
o° — cos wt [—BRREVEA(G Vi)—CZImyi sd, (F vi)| 
+ sin wt [- Bz Imyi I, (F Vi) +C ERE Vid, (F yi). 


On fait r = R, puis on forme |’expression de F d’aprés (19) et on 
trouve 
F - i> ° rT 
ala ot [BRé Vid, (z Vi) + C Im iJ, (z yi)] 
, —sin wt(BJm yiJ,(z Vi) —C Ré Wid, (z yi)). 


Enfin, aprés avoir remplacé B et C par leurs expressions (16) et tenu 
compte de z? = R? ow/n, on obtient 
2F 


oR = PAsinwt—qA cos wt (20) 


avec 
_ 2 Im Jy (2Vi)- ImViJ, (2Vi)+ RE Jy (2Vi) - REVi J; (2 Vi) 
s [Ré Jo (z Vi)}* +(Jm J, (zVi)}? 
g=— 2 ImJ,(2Vi) - RE Vi J, (2 Vi)— RE Jy (z Vi) - Im Vi J, (z Vi) 
2 





p= 





[Ré Jy (z Vi]? + [Im J, (zVi)}? 


Le calcul numérique montre que p et q sont toujours positifs. Nous 
aurions en (20) une expression de la force de frottement; mais elle 
n’est pas définitive. 


Calcul de la vitesse moyenne. La vitesse moyenne dans la section 
est définie par 
R 
1 
U= am | Cr t) Qardr. 


0 


Au lieu de faire ce calcul direct, il est plus simple de partir de l’équa- 
tion différentielle (4), qui peut s’écrire 
@ Ov 


( 
@ wt S 
)+£4 cos ot = 2 ai 


On forme |’opération de la moyenne sur chacun des termes: 
R 


2 0 dv 0 _ @ 
ge | a (tae) ar + £4 cos wt = 257. 
0 
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Le premier terme, d’aprés (19), devient 2 F/R; et cette équation 
peut s’écrire 
48 t=. 
Gk ty 4 cos wt=— dt’ 
ou encore 
dU 2F 


Gt — Rt 4008 wt. 


A l’aide de (20) cette équation peut s’écrire encore 


a =—pAsin ot + (1—q) A cos ot. 


On intégre, mais sans ajouter de constante arbitraire, car toutes les 
grandeurs sont des fonctions sinusoidales du temps. 


U=" Acoswt+ +! Asin at. (28) 
@ @ 


Telle est l’expression de la vitesse moyenne. Les trois équations (20), 
(22) et (23) permettent l’élimination de A cos wt et A sin wt. On 
obtient 


1-¢ pore 
oR 1-q 


(f+, 


Cette équation peut s’écrire aussi 


mat + Age 900i 


p -4q p 


Introduisons les constantes y et 6 définies par 


<a tag Po 


Alors la formule définitive de la force de frottement est 


7 Rw R dU 
p-~ e a9 - (25) 
Nous rappelons que « et # qui figurent dans cette formule sont 
donnés par (24), et p et q par (21). Comme ces diverses grandeurs 
sont des fonctions de la seule variable z, on peut préparer des tables 
pour « et B, grace auxquelles l’emploi de la formule (25) est facilité. 
Les valeurs numériques de toutes les fonctions que l’on voit dans 
les expressions de p et q, et qui figurent avec les symboles Ré et Jm 
sont données jusqu’a z = 10 dans les tables de JanNKE-EmDE. 
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Tableau II. 
Valeurs de « et de B pour différents z. 


= R/£. 
I] 


B z B 








0 5,0 2,3647 2,9633 
5,2 2,4940 3,1098 
2,6249 3,2527 
5,6 2,7577 3,4003 
2,8875 3,5429 
3,0218 3,6851 
6,2 3,1510 3,8240 
3,2869 3,9697 
6,6 3,4214 4,1172 
6,8 3,5563 4,2590 
3,6912 4,4047 
3,8260 4,5439 
3,9620 4,6887 
4,0983 4,8328 
4,2338 4,9751 
4,3710 5,1182 
4,5065 5,2585 
4,6443 5,4004 
4,7815 5,5470 
4,9188 5,6864 
5,0561 5,8318 
5,1960 5,9724 
5,3311 6,1136 
5,4687 6,2571 
5,6077 6,4016 
5,7450 6,5433 


























5. Deux eas limites. 


Ces deux cas sont z = 0 et z = co. Occupons-nous d’abord du 
premier cas et demandons-nous sous quelles formes se présentent « 
et B, qui figurent dans (25), pour de trés petites valeurs de z. Il faut 
pour cela recourir aux formules de p et q (21) et utiliser les développe- 
ments en série suivants: 


= 22 * z4 28 = 
J,(2 Vs) = 1—-[1-gGe+gpyit 


. 3 5 . 
Vr dy (z Vi)=si+z-wi- 
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On en déduit les diverses fonctions qui figurent dans les formules 
(21), par exemple 


Im Jo(2 Vi) =- 2 + a7 — 


On retient les termes principaux de ces développements et on intro- 
duit les expressions trouvées pour p et q dans les formules (24) de 
a et B. On obtient 


2 22 
c= 3: poy, 


ce qui signifie qu’on a les limites suivantes: 


me i ae ee . p 4 
lim | = 8, lim == 6, lim 3° (26) 
Le cas z = co présente un peu plus de difficultés ; nous indiquerons 
briévement la méthode & suivre sans entrer dans les détails du calcul. 
I] faut partir de la formule asymptotique suivante pour J,(2) ; 
elle est de plus en plus exacte & mesure que z est plus grand, et 
valable pour les valeurs réelles ou complexes de la variable‘) : 


zy (2-4) 
Jo(z) = 2 _—— ° 
Comme J,(x) = — J(z), on a également 
37 


J,(2) = ya), 


seulement on pourra constater, en effectuant la dérivation, qu’on a 
fait usage des formules d’approximation. On ne s’étonnera donc pas 
que les formules qui séront données pour p et q se réduisent & un 
seul terme. 

A l’aide de ces formules approchées on formera les expressions 
Jo(z Vi) et Va J,(z Yi). On transformera ensuite ces derniéres 4 |’aide 
du calcul des imaginaires, et on séparera la partie réelle et la partie 
imaginaire, en ne retenant chaque fois que le terme principal. Ces 
résultats étant introduits dans les formules (21), celles-ci donneront 

p= V2, q=V2 | 
z z 


On obtiendra finalement, a ]’aide de (24), 


z Zz 
c= yo —2 ’ B = y2 
Telles sont les valeurs de « et de B qui correspondent aux grandes 
valeurs de z. 


a ‘s (27) 
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6. Mouvement périodique général. 


Lorsque la pression appliquée varie suivant une loi périodique 
quelconque, ]’équation différentielle & résoudre, au lieu de (4), a la 


forme 
02» 1 dv 


Or? TY Or 


@ —2 4 
+ 7, 2 Ac sin (ot + ®) = 7 sF- (28) 
Les fréquences circulaires w; sont les multiples de la fréquence fon- 
damentale. 


A chacun des termes de la série de Fourter correspond une 
équation 
6? v; 1 Ov; 


+-- + 7A sin (w;t + ®,) = = 


see i 
Ore 'r or y Ot ° 
Nous avons une formule toute préte pour la solution v; qui satisfait 
& la condition aux limites (5); c’est la formule (17), dans laquelle 
cependant il faudra déplacer ]’origine du temps. Mais ce détail est 
sans importance, car ]’expression de la force de frottement (25) ne 
dépend pas de cette origine; elle est 

F,=— oR a, 


=~ 
La solution de l’équation (28) est 
v= 2%, 


elle satisfait 4 la condition aux limites. Enfin, puisque 


F=n<?| =2n2%| =2F,, 


r=R Or r=R 


on reconnait que la force de frottement dans le cas général est donnée 
par la formule suivante que nous présentons sous forme développée 


ty 2 


Oy 


dt 


oRw oR (8B. dU 
- $a u,—4--(2— 1) (29) 


Fa—eks U, — 2% (4 1) 


— etc. 


On remarquera qu’elle n’est pas constituée par une somme de deux 
termes seulement, ou figurerait la vitesse moyenne U. 

Bien que la formule de la force de frottement présente déja un 
intérét pour elle-méme, c’est surtout en vue de ses applications que 
nous l’avons établie. Le lecteur pourra, & ce sujet, consulter deux 

25 
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études que nous venons d’achever. L’une concerne le passage d’une 
onde dans le fluide contenu dans un tube élastique, et paraitra dans 
cette Revue. L’autre, qui intéresse plus particuliérement les physio- 
logistes, concerne les manométres destinés 4 l’enregistrement des 
variations de la pression sanguine; elle a paru dans les Helvetica 
Physiologica Acta.®) 


Notes. 


1) P. Lampossy, Apercu historique et critique sur le probléme de la propagation 
des ondes dans un liquide compressible enfermé dans un tube élastique, Helv. 
Physiol. Acta 8, 209—227 (1950) et 9, 145—161 (1951). 

2) RayLeicH, Theorie des Schalles, deutsche Ausgabe von Fr. Neesen, Bd. II, 
p. 369—373 (1880). 

3) A.MULueR und P.Lamsossy, Uber die bei rhythmischer Kontraktion eines 
Gummiballes entstehende Strémung in einem starrwandigen Leitungssystem, 
Helv. Physiol. Acta 7, 170 (1949). 

4) Rremann-WeseER, Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen 
Physik, 4. Aufl., Bd. I, p. 185 (1900). 

5) P. Lampossy, Helv. Physiol. Acta, 10, 138—160 (1952). 





Investigations on the odd-odd isotopes Ga®, Ga®, Ga® 
and the odd-even isotope Ga®’ 
by Ambuj Mukerji and Peter Preiswerk. 
Swiss Federal Institute of Technology. 
(4. II. 1952.) 


Summary. Disintegrations of the odd-odd isotopes Ga**, Ga®* and Ga®® have 
been investigated by spectrometer and coincidence measurements. The positron 
activity assigned in literature to Ga®* has to be attributed to some impurities. 
Disintegration schemes for Ga** and Ga®*® have been established. Spin assignments 
to ground states of Ga®* and Ga®® have been compared to those predicted by 
Nordheim’s rules regarding odd-odd nuclei. 

Some new y-radiations observed during the course of disintegration of Ga’ 
are reported in the supplement and a disintegration scheme proposed. The findings 
are difficult to reconcile with the predictions from shell model in its simplest form. 


1. Introduction. 


It is well known that all the odd-odd nuclei with the exception 
of ,H?, ,Li®, ,B?° and ,N™ are unstable. They, therefore, disinte- 
grate into the corresponding stable even-even isobars. The nuclear 
spins of the nuclei with odd mass numbers can be predicted with the 
help of the nuclear shell model'-*) in its simplest form of single 
particle picture. For the odd-odd nuclei NorpHeErm 5) has formul- 
ated an empirical rule about the manner in which the odd proton 
and the odd neutron combine together to give the total spin of a 
nucleus of this type in its ground state. But till now only relatively 
few instances are-known to verify the validity of this rule and it 
seems to be too premature to draw conclusions from it. Otherwise 
also, it seems important to know more about the combinations of 
spins of the odd-odd nuclei, as it is hoped that valuable informa- 
tions about the properties of bound states of nuclei may be obtained 
from such studies. The precise investigation of the disintegration 
schemes of radioactive isotopes is a good method for assigning 
spins of the nuclear energy levels. 

The work reported here is a part of a bigger programme of in- 
vestigations that is being carried out in this laboratory to study 
the modes of decay of odd-odd nuclei and consequently, the excited 
states of the even-even nuclei. 
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The element gallium has quite a number of unstable isotopes 
which have been produced by various means in different labora- 
tories since the earliest days of artificial radioactivity. Their half- 
lives have been well determined and well assigned. On the other 
hand, prior to the beginning of the investigations reported here, 
for most of the isotopes the radiations emitted had been rather 
poorly studied and practically no proper attempts had been made 
to arrive at their disintegration schemes. It is the special purpose 
of this paper to work out the disintegration schemes of some of the 
odd-odd isotopes of gallium which can be produced by proton bom- 
bardment of zinc. As the effects due to the isotope Ga®’ entered 
into all our measurements, a general investigation of it was done, 
although not in direct connection to the problem proposed. 
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Fig. 1. 
Relevant part of nuclear chart. 


The relevant part of the nuclear chart is reproduced in Fig. 1 
which provides a rapid orientation about the nuclear properties 
of the isotopes with which we are concerned here. 


2. Method of Irradiation and Preparation of the Sample. 


Irradiations necessary for all the experiments described in this 
paper were carried out in the following way. A thin layer of zinc 
was melted on a directly cooled copper probe target which was then 
bombarded by the 6.8 MeV internal proton beam of the E.T.H. 
cyclotron. The layer of activated zinc was then dissolved off the 
target by immersion in hot 6 N HCl. Gallium was chemically se- 
parated from zinc by extracting this solution with ether. On eva- 
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porating ether, carrier-free gallium remained behind and could be 
brought on a formvar or mica foil with the use of a few drops of 
water or dilute acid as the case may be. Our sincerest thanks are 
due to Dr. E. Jacoxni who carried out the chemical separations for 
all the samples prepared during the course of these investigations. 


3. The Isotope Ga*. 


By bombarding zinc with 6.3 MeV protons Bucx®) observed a 
positron activity of 48 m half-life in the gallium fraction. The 
threshold of production was determined by him to be 4.1 MeV and 
from it the maximum energy of the positrons was deduced to be 
2.3 MeV. He assigned the activity to Ga®. 

Since the energy of the proton-beam used by us exceeded 6.3 MeV, 
it should have been sufficient to produce this activity. However, 
we were unable to detect any trace of the same, both by measure- 
ments with G-M counters and beta-ray spectrometer. Hence, we 
are led to conclude that Buck’s findings of an activity of 48 m 
half-life were due to some impurities present in the gallium sample 
used by him, probably Zn®*. The activity due to Ga®™ must have 
either a very much shorter half-life or the threshold of production 
exceeds our proton energy. 


4. The Isotope Ga®. 


a) Summary of Previous Investigations. 


When these investigations were undertaken, of this isotope only 
the half-life of 9.4 h and the maximum energy of the positrons 
were known. A number of workers®*-") have observed this activity 
from different reactions and hence the assignment of the same to 
the gallium isotope of mass number 66 may be considered as unique. 

Mann§) studied the positron spectrum in the cloud-chamber and 
also determined the maximum energy of the positrons by absorp- 
tion in aluminium. This value is given in the literature!5) as 3.9 MeV. 
Simultaneously with the present authors?*) reporting their findings, 
Morrat and LanGeEr?’) announced the results of their investiga- 
tions on this isotope and later they?8) published a detailed descrip- 
tion. The results of our experiments lead us to different conclusions 
so that a report giving full particulars of the experiments was con- 
sidered to be of some interest. 

The main components of the disintegration are the high energy 
positron spectrum with an upper limit at 4.15 MeV and two intense 
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y-lines of 2.75 and 1.05 MeV. By coincidence measurements we have 
established that these two y-radiations are emitted in cascade and 
that the main part of the positrons are emitted without being in 
coincidence with a nuclear y-line. We are thus led to conclude that 
the main positron spectrum goes over directly to the ground-level. 
The disintegration scheme of Morrat and Lancer?) is in contra- 
diction to the fact that the threshold for production by (p, n) reac- 
tion is less than 6.8 MeV. The recent determination of the threshold 
for (p, n) reaction in this laboratory?*) at 6.8 MeV confirmed our 
conclusion. The proposed disintegration scheme will be discussed 
in detail after having described the experimental investigations. 


b) Positron-Spectrum and the Fermi-Kurie Plot. 


The positron spectrum was measured with the lens spectrometer 
of the laboratory using a resolving power of 2.5%. The upper limit 
of the spectrum was found to be (4.15 + 0.05) MeV. At the lower 
energy end the internal conversion lines due to Ga®? of 78 h half- 
life were superimposed on the spectrum and their effects had to be 
corrected for. The Fermi-Kurie plot indicates a complex spectrum 
which can be decomposed into four partial spectra with the end- 
points at 4.15, 1.388, 0.90 and 0.40 MeV. Their relative intensities 


are given in Table I. 
Table I. 


End Energies of the Partial 
Positron Spectra in MeV 





Relative Intensities 





4.15 + 0.05 87.0 
1.38 + 0.05 4.2 
0.90 + 0.05 6.9 
0.40 + 0.05 1.8 

















The form of the main spectrum is that of an allowed transition. 
The results of the positron spectrum measurement are in excellent 
agreement with those of Morrat and Lancer?$’). From the end 
points of the partial spectra we are able to conclude on the excited 
levels of Zn® at 2.75, 3.3 and 3.8 MeV. 


c) y-Radiations. 


To look for the presence of nuclear y-radiations besides the strong 
annihilation, measurements of Compton and photo-electrons in the 
lens spectrometer were undertaken. The high energy positrons were 
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Fig. 3. 
Fermi-Kurie plot of the positron spectrum of Ga®. 
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absorbed in capsules of gold and brass and the Compton electrons 
were ejected from that of alumimium. 

The Compton electron distribution curve indicates several com- 
ponents. Besides the annihilation, there are two very intense y-rays 
of energies 1.05 and 2.75 MeV present. Calibration measurements 
undertaken for a check with Na™ using identical geometry of the 
arrangement showed clearly that there are weaker components pre- 
sent with energies between these two. These could be resolved into 
two components of 1.7 and 2.2 MeV. Further, at the higher energy 
end the presence of a 3.8 MeV y-component is apparent. The tail of 
the curve shows the presence of even higher energy y-radiations 
which could not however be measured with our spectrometer. 
Morrat and Lancer?*) have observed a y-line of 4.8 MeV. Hor- 
STADTER and McIntyReE”®) were able by the Nal scintillation coun- 
ter method to resolve a y-line at 4.27 MeV. The energies of the two 
principal y-lines were determined more accurately by measuring the 
photo-electrons ejected from a lead radiator and was found to be 


hv, = (1.05 + 0.02) MeV 
hv» = (2.75 + 0.02) MeV 


To determine the shapes of the Compton electron distribution 
curves as well as the efficiencies of the radiator used for the y-ray 


energies with which we were concerned, calibration measurements 
were done with the 0.511 MeV y-ray of C14, the 1.17 and 1.833 MeV 
y-rays of Co® and the 1.38 and 2.758 MeV y-rays of Na™. For these 
calibration measurements the geometry of the arrangements em- 
ployed was identical as in the case of Ga®*. In the light of these 
measurements it was possible to resolve the Compton electron 
distribution curve into its various components and then to estimate 
_their relative intensities. The values so obtained are given in Table IT. 


Table II. 





Energies of the 


ti ti 
y-Radiations in MeV sen einen 





0.511 12.0 
1.05 3.7 
ay 0.3 
2.2 0.5 
2.75 2.9 
3.3 0.5 
4.25 0.2 
4.8 0.2 


e2crnoaw»ark wd 
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From Horstaprer and McIntyre’s?°) measurements we estimate 
the relative intensities of the 4.25 and 4.8 MeV components to be 
approximately equal. The relative intensities of the low energy com- 
ponents might have been a little over-estimated on account of the 
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Compton electron distribution curve of Ga®. The sample taken inside capsules of 
gold and brass and the Compton electrons ejected from that of aluminium. 
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Fig. 5. 
Photo- and Compton electron distribution curve of Ga®. 
17 w-thick Pb foil used as radiator. 


continuous spectrum of Bremsstrahlung and the hard annihilation 
radiation due to the stopping of the high energy positrons in the 
capsule (vide Investigations on Zn®*)?), 
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d) y-y-Coincidences. 


y-y-coincidences may take place in the case under discussion 
besides those between annihilation radiations, between the anni- 
hilation radiation and the nuclear y-rays or between any two nu- 
clear y-rays. To clear up the mode of disintegration process it was 
important to determine the energies of the y-radiations which were 
in coincidence. For this purpose measurement of coincidence absorp- 
tion curve was considered very helpful. 

Two anthracene crystals together with photo-multipliers were 
used for registering the counts. They were so arranged that the two 
crystals subtended a right angle at the source. The source was taken 
inside a brass capsule round which sufficient lead foils were wrapped 


log Ky afin 








4 5 6 7 cm Pb 
d=d,+ d, 
Fig. 6. 
y—y coincidence absorption curve of Ga® obtained using anthracene crystals 
together with photo-multipliers. 


to completely absorb the extremely hard positrons due to this iso- 
tope. Fig. 6 shows the coincidence absorption curve in lead obtained 
by every time placing equal absorbers in front of each counter. 
When two y-radiations are emitted in cascade, the number of re- 
corded coincidences is given by 


K=22N £1 & e- (arts) d w? 


where N is the number of nuclei disintegrating per minute, ¢, & 
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the efficiencies of the anthracene crystals for the energies ef the 
y-radiations in coincidence, “, and py the absorption coefficients 
in lead for these y-rays, w the solid angle subtended and d the thick- 
ness of the absorber. The absorption curve plotted in logarithmic 
scale is mainly a straight line with an absorption coefficient u = 
0.55 em-}. 

Ii we admit that the two most intense y-lines 1.05 and 2.75 MeV 
are emitted in cascade, then the expected uw = 0.6 cm-1. The expri- 
mentally determined value is in excellent agreement with this 
assumption taking into account the correction which has to be 
applied for the geometry of the arrangement. 

It is apparent from the measured curve that some coincidences 
are also due to a softer component presumably the annihilation 
radiation being emitted in cascade with one of the principal nuclear 
y-rays. But the intensity is much less than it would have been if 
the main positron spectrum were in coincidence with a y-radiation 
as concluded by Morrat and LancEr?}), 


e) Transition Probabilities. 


The ratio of disintegrations by K-captures to those by positron 
emissions has been experimentally determined by Morrat and 
LancER!®) by comparing the area of the measured curve of the 
Auger electrons to that of the positron spectrum. They found that 
34% of all the nuclear disintegrations are due to K-captures. 

The theoretical ratios for the probabilities of K-captures to posi- 
tron emissions for all the partial transitions taking them to be 
allowed, have been calculated by us and are given in Table III. 


Table Ill. 





Excited Energy End Energies Rel. Probabilities 
Levels of Zn** of the B+-Spectra | of K-Captures and 
in MeV in MeV B+-Emissions 








0 4.15 &7 x 16" 
2.75 1.38 1.8 x 107? 
3.30 0.90 El 
3.80 0.40 24.0 




















The transitions to the levels indicated by 4.25 and 4.8 MeV y-lines 
can only be possible by orbital electron-captures. These transitions 
may be taken as approximately 4% of the total disintegrations from 
the relative intensities of the following y-lines to the positron 
spectrum. 
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f) Discussion of the Disintegration Scheme. 


As has been mentioned before we came to the conclusion that 
the main part of the positron emissions leads directly to the ground 
level of Zn**. Decomposition of the positron spectrum revealed 
excited levels at 2.75, 3.3 and 3.8 MeV. The conclusion that the de- 
excitation of the 2.75 MeV level takes place by the emission of 
the strong y-radiation of the corresponding energy would be most 
natural. However, then the difficulty would be in fitting the 
1.05 MeV y-radiation to the scheme as it is the strongest component 
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B, = 4.15 MeV 56.0% 

B. =1.38MeV 2.7% 0.5% 

B= 0.90MeV 4.5% 4.5% 

B,=0.40MeV 1.1% 26.2%, 
2.0% 
2.0% 


Fig. 7. 
Proposed disintegration scheme of Ga®. 


and is emitted in coincidence with the 2.75 MeV one. This diffi- 
culty might be solved by assuming that the 1.05 MeV component 
consists really of two y-radiations of nearly the same energy and 
only one of them precedes the 2.75 MeV. This interpretation would 
be rather artificial as no splitting of the 1.05 MeV line has been 
observed. 

This problem can be cleared up when we take into account the 
other weaker y-components and the excited energy level of Zn®* 
at 1.05 MeV revealed by the beta-decay of Cu®* which has recently 
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been found out by Meyernor et al.??)* and MagpER and Preis- 
WERK”), The energy of the y-radiation in the case of Ga®® is the 
same and therefore most probably emanates from this lowest ex- 
cited level. The 2.75 MeV radiation which is in cascade with this 
radiation then originates from the 3.8 MeV excited level revealed 
by the Fermi-Kurie plot of the positron spectrum. The de-excitation 
of the 2.75 MeV level takes place by the emission of the weak 
1.7 MeV y-ray also in cascade with the 1.05 MeV line. The 2.2 MeV 
component too can be easily fitted into this scheme. The higher 
energy components are to be taken as leading directly to the 
ground level. The total disintegration energy would not allow of 
any other conclusions. The disintegration scheme so arrived at is 
reproduced in Fig. 7. The assumed scheme explains fully the rela- 
tive intensities of the y-lines (cf. Tables I, II and III). 

We are now in a position to calculate the ft values for the different 
transitions which are given in Table IV. 


Table IV. 





Excited Energy Levels Transition Energies 
of Zn®** in MeV in MeV 





0 4.15+2 mc? 
1.37+2 me? 
0.90+ 2 mc? 
0.40+ 2 mc? 
0.92 
0.37 




















In attempting to assign spins to the excited levels we take into 
consideration the disintegration of .,Cu$$. According to the shell- 
model in the region of 29 to 37 nucleons, the orbits f;,. and p3,2 are 
filled up. From the data on odd-even nuclei, we know that the 
orbits f;;2 and ps). have approximately the same energy but the 
orbit fs; is preferentially filled up in pairs. Between N or Z = 29 
to 37 inclusive, spins of 3/2 have been measured for every odd num- 
ber, with the exception of ;,Rb%3 and 4)Zn%? which show fs, orbits. 
The transitions from Cu®* to Zn*®* are of zero order according to 
the ft values evaluated. Hence, for .,CuS$ a configuration (pg/2, Ps/2) 
or (fs/2> f5/2) may be assumed. ‘We admit the first configuration as 


*) The authors wish to express their thanks to Prof. W. E. MeyYERHoF for 
private communications on the subject of Cu®. 





398 Ambuj Mukerji and Peter Preiswerk. 


the spins of odd-even copper nuclei are 3/2. This gives for the filling 
up of the outer proton and neutron orbits in 39Zn$% 


P (fz/2)® (fsj2)° (P5/o)” 
N  (fr)® (f5j2)® (Psie)? 


For 2,0u8 NorpueErm*‘) has assigned a configuration (po, fs, 2) 
which was based on the results of old measurements. The beta 
transitions were supposed to lead to an excited state of 39Zn%. In 
the configuration assumed by us a resultant spin greater than 1 of 
the nucleus would be expected following Nornuetm’s5) rule. But 
it seems unreasonable to assume a configuration (pz), 74,2) just to 
fit this rule. 


A spin of 1+ or 2+ is to be assigned to the excited level at 1.05 MeV 
taking into consideration the ft value of the transition according 
to G—T selection rules. A spin assignment of 2+ is however more 
prebable according to GoLpHABER and Sunyar’s*5) classification 
that the first excited states of the majority of till now investigated 
even-even nuclei have spins 2*. 


The transition from 3,Ga%é to the ground level of 39Zn$ is charac- 
terised by an allowed form of the positron spectrum coupled with 
exceptionally high ft value, log ft = 7.8. Such transitions following 
Norpuem') are of the type AL = 2,4I = 1. We conclude, there- 
fore, for 5,Ga$$ a configuration (pg, f5;2) with a total spin of 1 and 
even parity. For the other excited levels no definite spin assign- 
ments can be made. Spins of 1+ or 2+ only, are possible for the ex- 
cited levels at 4.8, 4.25 and 3.38 MeV which de-excite directly to 
the ground from a consideration of the ft values. 


Measurements of the angular correlation of the y-rays made in 
this laboratory (M. Rierscut, unpublished) show that it depends 
on a small negative cos?@ term [W(9) = 1 + A cos?0, A = — 0.06 
+ 0.03]. A conclusive spin assignment for the levels involved in the 
principal cascade transition cannot be made till the contributions 
to the coincidences due to the weaker components can be eliminated. 


The disintegration scheme shows an interesting point, the missing 
transition from Ga®* to the 1.05 MeV level. In the case of Cu®® 
there are transitions of the same order to both this level and the 
ground by f--decay. It seems that to explain this fact, a further 
assumption has got to be introduced. The following is an attempt 
to explain it. 
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The resultant state is assumed as a mixture of several configura- 
tions, one out of which is given below as an example: 


ooC US? 302g 31 G8ss 
P  (fryp)® (fsj2)° (Paio)* (Fria) ® (Foj2)° (Psjo)” —(Frya)* (Foi2)° (Psa)? 
N  (frie)® (fsj2)® (Pso)® —(Fria)® (fsja)* (Psje)® —«(Fa1a)® (Fs10)® (Doyo)? 


It can now be presumed that the excited level at 1.05 MeV is due 
to the excitations of the two protons or two neutrons in the un- 
filled ps. sub-shells or to a mixture of both. During the disintegra- 
tion of Cu®*, the transition takes place between two nucleons of 
the unfilled sub-shells and may be therefore excited. In the case 
of Ga*®* on the other hand, the transition is to a sub-shell which is 
filled up by the process and therefore, only the living proton shell 
can be excited. If the 1.05 MeV level is owing to the mixture exci- 
tations of both the unfilled proton and neutron sub-shells, the 
probability of transitions to this level is reduced. This idea is put 
forward with reservations and only as an attempt to explain the 
missing transition. It has to be looked for if other similar cases 
can be found. 


5. The Isotope Ga®. 


a) Summary of Previous Investigations. 


A positron activity with 68 m half-life assigned uniquely to Ga®® 
is known since a very long time and a large number of investigators 
6—8)10)13)27-38) have produced it by various means. 
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Fig. 8. 
Proposed disintegration scheme of Ga®. 
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Mann®)}5) and Ripenour and HenpsErson?!®) determined the 
maximum energy of the positrons by absorption in aluminium as 
1.9 MeV. Further, Mann®) and Sacane and Mryamoro?) investig- 
ated the positron spectrum with the help of cloud chambers. 


We studied the mode of decay of Ga** more thoroughly and 
arrived at the disintegration scheme given in Fig. 8. The results 
of measurements performed, details of which follow, support the 
scheme. 


b) Positron Spectrum and Fermi-Kurve Plot. 


Investigations on the positron spectrum were made with the lens 
spectrometer employing the same procedure as described in the 
case of Ga®*, To avoid any disturbances due to the shorter period 
isotopes Ga®> and Ga’®, the samples were allowed to age for suffi- 
cient long time before the measurements were started. Effects due 
to Ga®* had to be subtracted. The spectrum obtained in this way 
and the corresponding Fermi-Kurie plot are reproduced in Figs. 9 
and 10. The straight line form of the Fermi-Kurie plot in the 
higher energy region indicates a transition of zero order. The extra- 
polation of this straight line gives the upper limit of the positron 
spectrum as 

E, = (1.88 + 0.02) MeV. 


The deviation from the straight line form of the Fermi-Kurie plot 
starting at 2.5 mc* indicates a second partial spectrum with an 
upper limit of 


E, = (0.77 + 0.02) MeV. 


The second deviation must be taken as due to back scattering from 
the source and its mounting. The relative intensities of the two 
spectra were obtained by comparing their areas after decomposing 
the Fermi-Kurie plot following the theoretical forms and are given 
in Table V. 


Table V. 





End Energies of the Partial 


Positron Spectra in MeV Relative Intensities 





1.88 + 0.02 
0.77 + 0.02 
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Fig. 9. 
Positron spectrum of Ga®, 
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Fig. 10. 
Fermi-Kurie plot of the positron spectrum of Ga®. 
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c) y-Radiations. 


Search was made for the presence of internal conversion lines. 
Groups of electrons at Hoe = 295, 312 and 321 Oersted cm were 
observed (Fig. 11) which correspond to Auger electrons emitted 
following K orbital electron captures. 


(KLL) 














r r oH, 
300 400 Oersted tm 

Fig. 11. 
Auger electrons emitted following K-orbital electron captures during the process 
of disintegration of Ga®, 


To look for higher energy y-radiations measurements of Compton 
and photo-electrons were undertaken with the same arrangements 
as described in the case of Ga®*, Besides the intense annihilation 
radiation, a higher energy component of 1.10 MeV is revealed in 
the Compton electron distribution curve (Fig. 12). The more accu- 
rate value of 

hy = (1.10 + 0.02) MeV 


was obtained from photo-electron measurement (Fig. 13). The 
photo-electron peak of this line was rather broad when measured 
after an interval of about an hour after bombardment. The time 
decay of the peak was followed. Gradually instead of one, two peaks 
were clearly discernible. The second peak decayed with a half-life 
much longer than 68 m and as has been shown earlier belongs to 
Gas, 
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Fig. 12. 
Compton electron distribution curve of Ga**. The sample taken inside capsules of 
gold and brass and the secondary electrons ejected from that of aluminium. 
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Fig. 13. 

Photo- and Compton electron distribution curve of Ga®. 
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The intensity of the 1.10 MeV y-line relative to the annihilation 
radiation was obtained by comparing the heights of the photo- 
electron peaks in the light of previous calibration measurements 
performed with 0.511 MeV annihilation radiation of C!! and 1.17 
and 1.33 MeV y-radiations of Co®°. The results are given in Table VI. 


Table VI. 





Energies of the 


y-Radiations in MeV Relative Intensities 





0.511 17.6 
1.10 1.0 

















d) Transition Probabilities. 


It has been shown above that the positron decay is complex con- 
sisting of two partial spectra with E, = 1.88 MeV and E, = 0.77 
MeV. The second spectrum leads to an excited level at 1.10 MeV 
which is revealed also by the y-line of the corresponding energy. 
The theoretical ratios: for the probabilities of transitions by orbital 
electron captures and positron emissions have been calculated and 
are given in Table VII. 


Table VII. 





| Excited Energy | End Energies of the | Rel. Probabilities 
Levels of Zn®® Partial Positron of K-Captures to | log ft 
in MeV Spectra in MeV 8+-Emissions 





0 1.88 0.1 5.1 
a2 0.77 2.2 4.8 























The ft values for both the transitions are of the same order and 
correspond to zero order transitions as have been revealed by the 
forms of the spectra. 


e) Discussion of the Disintegration Scheme. 


From the fact that the spin of the even-even nucleus 3,Zn% is 
obviously 0+ and that the form of the main positron spectrum is 
that of an allowed transition we are to assign a spin of 1+ to the 
disintegrating nucleus ,Ga$$ in its ground state according to G—T 
selection rules. 
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The following is the one chosen out of the possible configurations 
which may be assigned to the nuclei 3,Ga$ and 39Zn$ on the shell 


model: 
31 0837 s0ZD$3 
P (fz)2)° (fsj2)° (Ps2)* Fr2)° (/5j2)° (P3i2)" 
N  (fra)® (fsj2)® (Psi2)* (fr2)® (fsi2)® (Psio)* 


The transition to the ground state of 39Zn%8 would be of the type 
AL = 0 and AI = 1 which is normal allowed according to Norp- 
HEIM®) and the experimental value of log ft is compatible to it. 
It must however be pointed out that for such a configuration for 
31Ga88, the total spin according to NorpHEmm’s) rule should be 
high which as has been mentioned above does not agree with the 
measured form of the positron spectrum. If we assume a configu- 
ration (ps/2, f5/2) for ,Ga%$, as has been done by NorpHEm™?%), the 
transition to the ground level of s9Zn$$ would be of the type AL = 
2,4I = 1. Such a transition would have an exceptionally high ft 
value which again is not compatible to our experimental results. 
The parallel case is that of ,gCu$? which has been discussed along 
with Ga®, 

Following G—T selection rules a spin assignment of 1+ or 2+ to 
the excited level of 39Zn$§ is possible. However, a spin 2+ would 
agree with the general characteristics of even-even nuclei”). The 
configuration of this level may be taken as that of the ground level, 
the spins of the last two (p3;2) protons have combined to a spin 2+. 


6. Supplement: The Isotope Ga‘*’. 
a) Summary of Previous Investigations. 


Effects due to the long period isotope of gallium, 5,Ga$% had to 
be taken into account for all the measurements during the course 
of our investigations on the odd-odd isotopes of gallium. As we 
obtained by this occasion some new results, we are presenting them 
here as a supplement. 

The long life activity uniquely assigned to Ga®? has been the 
subject of study of a large number of workers?) 37)39-42), According 
to the latest determinations by McCown, Wooowarp and Poot?) 
the half-life is given as 3.26 + 0.02 d. The radiations emitted have 
been studied with great care by AtvarEz**) whose work on this 
isotope established for the first time the occurance of orbital elec- 
tron captures and the consequent emission of corresponding x-rays 
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in course of nuclear disintegrations. The y-transitions have been 
investigated further by VattEyY and McCreary**), HetmHoz**), 
GuTurie**) and Cork et al). 

The mode of decay seems to be much more complicated than 
was thought till these investigations were undertaken. A number 
of new y-components have been found out by us which lead to the 
conclusion of new energy levels. 


b) Measurement of Internal Conversion Lines. 


For measuring the internal conversion lines samples were prepar- 
ed by evaporating a drop of the active solution on a 0.4 mgr/em? 
thick and 3 mm dia. gold-foil mounted on a thin formvar foil. 
The window of the G—M counter used in the lens spectrometer 


N/He Nile N'=16N 
205 








nw Oka. 





700 800 900 1000 110 1200 1300 400 1500 1600 Oeteted om 
K line due to 92 KeV transition. 5 K line due to 205 KeV transition. 
L line due to 92 KeV transition. 6 L line due to 205 KeV transition. 
K line due to 182 KeV transition. 7 K line due to 298 KeV transition. 
LZ line due to 182 KeV transition. 8 K line due to 388 KeV transition. 
Fig. 14. 
Internal conversion lines of Ga®’. 
Extended source and slit system used for the measurement of the weaker lines. 


was a formvar-zaponlack foil and was 0.188 mgr/cm? thick. The 
resolving power of the spectrometer was set at 1.4% for the mea- 
surement of the stronger lines and for the weaker components an 
extended source was employed which increased the luminosity at 
the cost of resolving power. These measurements were started after 
the effects due to shorter period isotopes had died down to negligible 
intensities. By applying a steady potential of 6 KV to the source, 





Investigations on Ga*, Ga®*, Ga®* and Ga®’. 407 


search was made for the presence of low energy electron lines till 
zero KeV. In this region, only the groups of Auger electrons were 
observed. Thanks are due to Dr. H. Scunerper for help with this 
measurement. 


The energies of the internal conversion lines corresponding to 
five transitions which have been observed are given in Table VIII. 


Table VIII. 





Energies of the Electron Interpretations 
Lines observed in KeV KeV 








82+1 K int. conv. line of hy = 92 

91+1 L int. conv. line of hy = 92 
172 + 2 K int. conv. line of hy = 182 
181 + 2 L int. conv. line of hy = 182 
195 + 2 K int. conv. line of hy = 205 
205 + 2 L int. conv. line of hy = 205 
288 + 3 K int. conv. line of hy = 298 
378 + 5 K int. conv. line of hy = 388 


onoaornrt Wd 

















93,180 and 297 KeV lines have been previously reported by 


Hetmuowz‘*5), Cork et al.®) reported later a further y-transition of 
174 KeV which was not observed by us. 


c) Measurement of the Unconverted Parts of the y- Transitions. 


To investigate the unconverted parts of the y-transitions measure- 
ment of the photo-electrons were undertaken with the lens spectro- 
meter. The radiator consisted of a thin gold foil of 5 mgr/em? thick- 
ness. The hardest of the converted electrons were completely ab- 
sorbed by taking the sample inside an aluminium capsule of 3 mm 
wall thickness. The measured electron distribution curve is repro- 
duced in Fig. 15. The energies of the lines observed with the cor- 
responding interpretations are tabulated below. 


To determine the relative intensities of the lines the heights of 
the photo-electron peaks were compared employing the coefficients 
given by Gray‘’). Corrections for the effects of the absorptions of 
the soft electrons involved, in the radiator itself were made by 
taking help of some previous calibration measurements performed 
under identical geometrical. arrangements (vide PREISwERK and 
STAHELIN*®)), 
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K due to 92 KeV line. 

KLL Auger electrons from Au. 
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K due to 388 KeV line. 
ZL due to 388 KeV line. 


Fig. 15. 


Photo-electron lines of Ga®’. 5 mgr./em? gold foil used as radiator. 


Table IX. 





Energies of the 
Photo-Electron 


Interpretations 


Relative 
Intensities 
of the Total 





11.3 
51.9 
77.6 
88.6 
101.3 
124.3 
168 
191 
218 
284 
307 








K photo-electrons 


from Au hy 92 


KLL Auger electrons from Au 


L photo-electrons 
M photo-electrons 
K photo-electrons 
K photo-electrons 
ZL photo-electrons 
L photo-electrons 
K photo-electrons 
L photo-electrons 
K photo-electrons 
L photo-electrons 


from Auhy = 92 
from Auhy = 92 
from Au hy = 182 
from Au hy = 205 
from Au hy = 182 
from Au hy = 205 
from Au hy = 298 
from Au hy = 298 
from Au hy = 388 
from Au hy = 388 
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d) The Internal Conversion Coefficients and the Multipole 
Orders of the y- Transitions. 


The internal conversion coefficients for the different y-compo- 
nents can be determined from the relative intensities of the con- 
verted and the unconverted parts when the absolute number of 
quantas emitted from both the samples used for these measure- 
ments are known. These values were obtained in our case by measur- 
ing the number of counts from the samples with a special gold 
cathode counter placed at a fixed distance, the efficiencies of the 
counter for the different y-components being already known‘). 
Corrections were made for the absorptions of the various compo- 
nents in the walls of the counter. 

The values of the internal conversion coefficients deduced in this 
manner are compared with the theoretical values for different mul- 
tipole orders in Table X. The theoretical values were calculated 
from the tables recently published by Rose et al.5°). For y-energies 
less than 150 KeV, the values computed using the approximate 
formulas of Hess and Untenseck®!) and Dancorr and Morrt- 
son5*) were corrected by factors obtained by comparing the values 
from these formulas with those from Ross et al’s5°) tables for 
higher energy y-rays. 

Table X. 





i Electrical 2}-pole Radiation Magnetic 2!-pole Radiation 
E in | K/L po 


KeV |exp. _—— 





1=1 = 2 1=3 i=1 1=2 1=3 





92 | 6.5/6.8 x 10-2 |7.5x 10-1 7.0 5.5x 10-7 |6.6x10-!| 6.7 2.8x 107! 
9 |8.8x 10-3 |6.0x 10-2 |3.9 x 10—? |1.1 x 10-2 |7.3 x 10-? |4.1 x 10—! |9.1 x 10- 
205 6.5 x 10-3 |3.6 x 10-2 |2.3 x 10-? |8.1 x 10-3 |4.9 x 10-? |2.6 x 10-1 |5.5 x 10-3 
298 2.1 x 10-3 19.5 x 10-3 |3.8 x 10-2 |3.3 x 10-3 |1.5 x 10-? |6.0 x 10-? |2.5x 10-3 
388 1.0 x 10-3 |3.9 x 10-8 |1.4 x 10-? |1.8 x 10-3 |6.7 x 10-3 |2.4 x 10-? |1.7 x 10-3 



































The 182, 205, 298 and 388 KeV transitions can either be electrical 
or magnetic dipole radiations as the differences between the con- 
version coefficients for these two types of radiations in this region 
are not big enough to decide conclusively. Determination of K/L 
conversion ratio was only possible for the 92 and the 182 KeV 
radiations. For the former a ratio of 6.5 + 0.5 and for the latter 
9+ 1 were found. From the empirical values given by Goup- 
HABER and SunyArR®”), in the case of 92 KeV radiation this ratio 
would be 5 for an electrical quadrupole and 8 for a magnetic dipole. 
Considering this radiation to be a mixture of magnetic dipole and 
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electrical quadrupole would fit with our experimental results. In the 
case of 182 KeV radiation theoretical non-relativistic values of 
K;L conversion ratio according to Hess and Neuson or TRALLI and 
Lowen®*!) differ widely from the experimental, both for electrical 
and magnetic dipoles. But these values are known to differ in other 
cases also. Extrapolation of the empirical curves of GoLDHABER 
and Sunyar shows that the experimental value is compatible to 
a magnetic dipole radiation. 


e) B—y Coincidence Measurement. 


In order to arrive at a disintegration scheme supplementary in- 
dications had to be obtained from coincidence measurement. B—y 
coincidence absorption curve was obtained by registering the elec- 
trons with a window type (mica foil of 2.5 mgr/em?) counter and 
the gammas with a 40 yu-thick gold cathode G-M counter. A 0.22 mm 


109 Ko» 
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Fig. 16. 
B—y-coincidence absorption curve of Ga®’. 


lead foil was placed in front of the y-counter to absorb the x-rays 
and the hardest electrons. Schematic sketches of the geometrical 
arrangement used for this purpose is given in Fig. 16 along with 
the measured curve. To get the curve variable absorbers of alu- 
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minium were placed in front of the window type counter. The 
decomposition of the absorption curve shows that the K x-rays of 
zinc are emitted in coincidence with some y-rays and further, that 
the 92 KeV transition is also emitted in cascade with a harder 
component or components. 


f) Ratio of X-Rays to y-Radiations. 


Since Ga®’ is known to have no continous beta spectrum and 
decays only by orbital electron captures and y-transitions, it was 
considered important to know the ratio of x-rays to y-radiations 
emitted, for deciding whether there were any direct transitions 
from the ground state of Ga®? to that of Zn®’. 
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Meo “? - 
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—~ Wa 














_ — 6 7 mmal 
Fig. 17. 
Absorption of the z-rays of Ga®? measured in a magnetic field. 


A schematic sketch of the arrangement used is given in Fig. 17 
along with the measured curve. This arrangement was placed in 
a magnetic field of sufficient strength to deviate all the electrons 
from reaching the counters. For recording the x-rays a calibrated 
aluminium G—M counter (vide Saurer’)) and for the gammas a 
gold cathode one were used. 


Admitting the disintegration scheme given in Fig. 18 the total 
number of K x-quantas emitted may be evaluated taking into ac- 
count those due to K-captures as well as internal conversions in 
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the K-shells. This value has got to be corrected for the fluorescence 
yield. The total y-transitions are also known from the disintegration 
scheme and the internal conversion coefficients of the different 
components have been determined. Hence, the theoretical ratio be- 
tween y-quantas and x-quantas emitted can be calculated and has 
been found to be 


N,/N, = 2.9. 


Experimentally this ratio has been determined and is given below 


N,/N, = 2.8 + 0.2. 


The accuracy of the measurement does not permit to conclude 
that no direct transitions to the ground level occur. But these 
results show that if there are any such transitions, they cannot be 
in an appreciable amount and cannot certainly be of zero order 
in which case a ratio 


N,/N, =1.1 


should have been expected. 


g) Discussion of the Disintegration Scheme. 


From the relative intensities of the different transitions as given 
in Table IX, it is obvious that the conclusion reached by Heum- 
HoLz4*) viz. the three principal y-transitions were in threefold 
cascade and the 298 KeV transition followed the 182 KeV, cannot 
be correct. As the energy of the 388 KeV y-transition fits well with 
the energy of a cross-over transition when the 298 KeV and 92 KeV 
transitions and the 205 KeV and 182 KeV transitions are in 
cascade, we propose the scheme in Fig. 18. The relative inten- 
sities of the y-transitions indicate that there are direct transitions 
by orbital electron captures to all the three excited levels of Zn*’. 
It is evident that most of the transitions by this process are to the 
92 KeV level. Therefore, assuming these to be normal allowed (log 
ft = 5), the total disintegration energy can be estimated thereby 
fixing the position of the energy level of Ga®’ in its ground state. 
The assumption of forbidden transition is ruled out as in that case 
the energy difference would allow of positron emission. The ft values 
for the transitions to the two other energy levels come out to be 
of the same order. 





Investigations on Ga, Ga®, Ga®* and Ga®’. 413 


Possible spin assignments to the energy levels have been made 
taking into account the internal conversion coefficients of the 
y-transitions and the K-capture probabilities. The fact that the 
intensity of the 298 KeV transition is much greater than that of 
the 388 KeV, although they seem to be of the same multipole 
order, is not considered as a big obstacle. 
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x" 37 


388 








182 
92 























48%, (182 KeV) 

28% (298 KeV) 

24%, (388 KeV) 

(92 KeV) 70% (205 KeV) 
Fig. 18. 

Proposed disintegration scheme of Ga®’. 


We now discuss the disintegration scheme following the shell 
model. The spin of 39Zn$ in its ground state is known to be 5/2. 
We have pointed out before that this nucleus is one of the two 
exceptions in the region of N or Z = 29 to 37 inclusive, which have 
spins 5/2 and all the other nuclei have spins 3/2. This indicates 
that the pairing energy is not enough to make the 3/2 level lower. 
Therefore, we expect the following configuration 


302$% 
P  (fzi2)® (fs;2) (Psi2)° 
N (f 7/2) -?E 5/2) ‘ (Psj2) P 


For ;,GaS’ in its ground state we assume a spin of 3/2 as the stable 
gallium nuclei are known to have this spin. Therefore, we can 
ascribe a configuration 


31 F836 
P (fxe)® (fsj2)* (Psa)? 
N (fz) (fsj2)® (Pio)? 
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From these configurations it is obvious that no allowed transition 
can take place to the ground level of Zn®? from Ga§’. 


A spin of 3/2 may be assigned to the lowest excited level at 
92 KeV as the transitions by K-captures to this level are of zero 
order and the corresponding y-transition from this level is a mix- 
ture of magnetic dipole and electrical quadrupole radiations. A 
level of this type following single particle model is expected to 
have a configuration 


r (fri2)® (fsj2)” (Psj2)° 
N (fr2)* (fs)2)° (Ps)2)* 


An allowed transition from the ground level of Ga*’ can take 
place to a level having the configuration 


P (fzi2)® (fsj2)? (Psjo)° 
N (fr2)° (Fsj2)® (Ps)2)* (P4)2)* 


But then no direct transition from such a level with spin 1/2 to the 
level with spin 5/2 should occur as such a transition involves inter- 
changes of orbits of two particles. 


Our experimental findings show that three transitions of zero 
order occur to the low lying excited states of Zn*’. It follows 
that two of these states at least have same values of spins. This is 
a very interesting case as this fact is not compatible to the single 
particle picture of shell model. One cannot avoid taking into consi- 
deration other excitations than that of a single particle. A three- 
particle state of neutrons is however ruled out in the case of Zn’. 
In extending the single particle model a plausible assumption seems 
to be that in the other excited states the two protons in the outer- 
most unfilled orbit (f;,2) take part. 


Our sincerest thanks are due to Prof. Dr. P. Scuerrer for the 
continued interest that he has taken in this work. One of us (A. M.) 
is also deeply indebted to him for being given the opportunity of 
working in this laboratory. 
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On the Definition of the Renormalization Constants 
in Quantum Electrodynamics 


by Gunnar KaAllén.*) 
Swiss Federal Institute of Technology, Ziirich. 


(14. IT. 1952.) 


Summary. A formulation of quantum electrodynamics in terms of the renor- 
malized Heisenberg operators and the experimental mass and charge of the 
electron is given. The renormalization constants are implicitly defined and ex- 
pressed as integrals over finite functions in momentum space. No discussion of 
the convergence of these integrals or of the existence of rigorous solutions is given. 


Introduction. 


The renormalization method in quantum electrodynamics has 
been investigated by many authors, and it has been proved by 
Dyson!) that every term in a formal expansion in powers of the 
coupling constant of various expressions is a finite quantity. No 
serious attempt at a discussion of the convergence of the series 
has been published, and the definition of the renormalization 
constants is always given as «. formal series where every coefficient 
is infinite. It is the aim of the present paper to give a formulation 
of quantum electrodynamics where only the renormalized opera- 
tors (in the Heisenberg representation) will appear and where the 
renormalization constants are defined in terms: of these operators 
and the experimental mass and charge of the electron. There thus 
exists a possibility of studying the renormalized quantities directly 
without the aid of a power series expansion and especially to decide 
if they are really finite and not only a divergent sum of finite terms. 
No discussion of this point, however, will be given in this paper, 
only the formulation of the theory. 


*) On leave of absence from Department of Mechanics and Mathematical 
Physics, University of Lund, Sweden. 
1) F. J. Dyson, Phys. Rev. 83, 608; 1207 (1951) and earlier papers. 
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The starting point of our analysis is the following formal Lagran- 
gian 
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: 0 Ay( aan 
N*[y (2), v(2)]—- = ale) 


sh (Sete ¥ eh) (2 — 2402) ) 5 


OL, Oxy Oxy Oz, 


—: 
K 
“—_— 

1 








+42. N®{A, (2), [¥ (2), Yu v(2)]}. (1) 


In this expression A,(x) is the renormalized vector-potential of 
the electromagnetic field, y(z) the renormalized Dirac-operator of 
the electron-positron field, m and e the experimental mass and 
charge of the electron, and K, L and N three universal constants, 
the definition of which will be given later. The three quantities K, 
N-1 and (1—Z)-1 might be infinite but in spite of that, we will 
adopt the convention that the usual algebraic operations can be 
performed with them. K and L describe respectively the mass- and 
the charge-renormalization, and N is a normalization constant for 
the yp-field. The other notations are nowadays standard symbols 
in quantum field theory. 

From the above Lagrangian we obtain without difficulty the 
following equations of motion for the field operators in the Hei- 
senberg representation 


(v5 +) v(2) =“F{4,@),% v@}+Ky()=f(2) — @) 


1 Ay() = =3* N*[¥(2), yu wa) + L(A, (2)- 5 52) =-iu(2)- 8) 


In Eq. (2) and (8) f(x) and j,,(«) are only to be considered as abbre- 
viations for the right-hand sides. 

From our Lagrangian we can also obtain the commutators for 
the electromagnetic operators and their time-derivatives in two 
points, the distance of which is space-like, and the corresponding 
anticommutators for the electron field. As the terms with K and L 
contain the time-derivatives of A,(x) but not of y(zx), the canonical 
commutators involving the electromagnetic potentials will be 
rather complicated and really meaningless if L = 1, but the anti- 
commutators of the matter-field will have the simple form 


{pa(x), vp(2')} = (7) Be -N-*.6(@—2z') for a=2) 
6 (Z) = 6 (a,) 4 (a) 5 (2) . 
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For the electromagnetic potentials we get for (x4 — 2’)? > 0 
[Ay (2), 4,(2’)] = 0 (5) 


4, 4,(0)] =—10@— 2) [PF — shy oun] © 





OA,(x) OA,(z’)]_ OL 0 0 ———— 
| Ot , OV )=32e (Onaga te oa,) 6(@-#’). (7) 
Besides, every component A, will commute with every component 
of y on a space-like surface. 


General Properties of the Operators. 


The two equations of motion are formally integrated with the 
help of the retarded singular functions and the operators for the 
free fields 


y (x) = y(a) - — [8a z— x’) f(x’) da’ (8) 


A,,(2) = A® (a) + 7 D,(a— 2’) j,(2’) da’ (9) 
S,(x— 2’) = S(a—- 2’) — + S(2- x’) (10) 
D,(a— 2") = D(e—2')—+D(a-2’). (11) 


The integral equations (8) and (9) have the same solutions as the 
differential equations (2) and (8) but contain also the boundary 
conditions for t = — oo. The operators y (x) fulfill the following 
formulae 


al V5 (2')}=— 1S,(2' — 2) (12) 

<O|[ya'(x), yy? (2’)]|0> =S8e (a’ — 2). (18) 

The properties of the operators A(z) are a little more delicate. 
In practical calculations, we want to use the formulae 

[AD (2), AP(2’)] =— 1 6y»D(2'—2) (14) 

<0[{AD(a), AP(x’)}|0> = 64,D(a’ — 2) (15) 


but it is well-known that these formulae are inconsistent with the 
Lorentz-condition 


0A, (x) *) (2) 
se yy = | yy =o. (16) 
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On the other hand, it can be shown that this inconsistency is of 
no importance if only gauge-invariant expressions are calculated*). 
However, in what follows we will not only be interested in gauge- 
invariant quantities and are thus forced to discuss Eq. (14) and 
(15) in more detail. For our purpose, the most convenient way to 
do this will be to adopt the indefinite metric of Gupra*) and 
Biever‘). In this formalism the Lorentz-condition (16) is re- 
placed by the weaker condition 


0A) (+) (a) 
cea ili 2 laa (17) 
Ty 


and as a consequence of this, equation (14) can be fulfilled. (F“* (x) 
means the positive-frequency part of the operator F(x).) Further, 
if the vacuum is suitably defined (no scalar, transversal or longi- 
tudinal photons present) Eq. (15) follows from the formalism, but 
it must be understood that this is a non-gauge-invariant conven- 
tion. The special gauge chosen corresponds to 


<0|A,(z)|0> =< 0| Ap(z)|0>=0. (18) 


In what follows we will, when necessary, use this gauge. 
From our Lagrangian we can construct an energy-momentum 
tensor Ty,» and from this one a displacement operator P, fulfilling 


(Pu, B)=0 (19) 


j OF) 
Oz, ° 


[Zu, #(z))= (20) 
In Eq. (20) F(z) is an arbitrary operator depending on the point z. 
Eq. (19) thus expresses the fact that the P,’s are constants of mo- 
tion. As all the operators P, commute with each other, we can 
use a representation in the Hilbert space where every state vector 
is an eigenvector of all the P,,’s with the eigenvalues p,. In this 
representation Eq. (20) reads 


<a|[Pu,F(2)]|b> = yaa ») <a| F(a) |b> = 
0 
Hence 
(a|F(2)|b> =<a|F [b> o-#=, (22) 
2) Cf.e.g.8.T. Ma, Phys. Rev. 80, 729 (1950) and other papers quoted by him. 


3) S. N. Gupta, Proc. Phys. Soc. London 63, 681 (1950). 
*) K. BLeuter, Helv. Phys. Acta 23, 567 (1950). 
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Here pi) and p\) are the eigenvalues of P, in the states | a> 
and | b>. In this representation, the x-dependence of an arbitrary 
operator is thus given by Eq. (22). The detailed form of the opera- 
tors P, is of very little interest for the present investigation, and 
we will _not write them down explicitly but make the following 
assumptions concerning the eigenvalues p,: 

a) Every vector p, is time-like. 

b) There exists a state with a smallest eigenvalue of the time- 
component pp. This state by definition will be called the vacuum 
and, with a suitable renormalization of the energy, this eigen- 
value of py can be put equal to zero. 


‘It is supposed that the above definition of the vacuum is not 
in contradiction with Eq. (18). 


Definition of. the Constant L. 


We are now able to turn to the main problem of this paper, 
i.e. the definition of the universal constants K, L and N in the 
Lagrangian (1). We begin with the definition of L that describes 
the charge-renormalization. This is conveniently stated in terms 
of the matrix elements of the operators A,,(x) between the vacuum 
state and a state where only one photon is present. (As we are 
working in the Heisenberg representation some care is necessary 
when we are speaking of a state with a given number of particles 
present. If, however, it is understood that we hereby always specify 
the system for t = — oo, no ambiguities will arise. The occupation- 
number operators are then constructed from the special operators 
At) and y® introduced in Eq. (8) and (9).) At the first moment 
it would seem natural to introduce the following condition for the 
matrix elements 


<0| A, (2)|k> = <0] AP(2)|k> (28) 


where |k > decribes a state with only one photon with energy- 
momentum vector k, but as the calculation below shows, this can 
only be fulfilled for the transversal photons. If also the longitudinal 
and scalar photons are considered, the correct condition for 
<0| Ay(z) | k > is 

02 


<0|4,(2)|#> = (8n»+ M Fz, 0%;) <0 Ae) |k> (24) 


where M is another universal constant (7. e. independent of z and 
k). Eq. (24), together with the commutators (5), (6) and (7) and 
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the equation of motion (9), determines the two constants LD and 
M uniquely in terms of the matrix elements of the current operator 
in Eq. (3) As this contains the constant L explicitly and the other 
constants implicitly, the definitions of L and M are only implicit. 


We now compute the vacuum expectation value of the commu- 
tator between the electromagnetic potentials and obtain 


£0] [Ay (2), 4,(2")]]0> = (0|[A%x), 4%a")) [0 + 
+ COl[4y (2) — Ap (2), AP(2')]]0> + ¢O|[A (2), 4,(2’)— 4P(a’)]]0>+ 
+ [ fae" da” Dy(a— 2") Dyla’ — 2") O|fju(@") i@)]0>. (25) 


It is here convenient to introduce a special notation for the vacuum 
expectation value of the current commutator. Considering the defi- 
nition of a matrix product and Kq. (22), we obtain 


Ol Lin 2)» (2) 10> = 3 Olin |2>< 214,109 er mer-2 — 


. . i (2: —2 =] " _ 
— ZOlinl2> <ALinl Oe? > ara a) (0) - 


Po>O 


ie [ dp eiv(x'-2) Tay (»)} (26) 


Do <0 


muy (p) > V Py <O|4,|2><2|ju[O> (26a) 


pl?) =p 
tiuy(p) > V & <O|jn|2><2|9,|0>. (26b) 
p@)=—p 


In Eq. (26a) and (26b) V is a large volume in which the fields are 
supposed to be enclosed, and summation over states and inte- 
gration in p-space are freely interchanged. Due to the equation 


0 ju(z) af (27) 


0 Xp 


(which is easily verified from Eq. (3)) we must have 


PuRpr = Xue Py = PN pe = Nyy Py = 0. (28) 


From reasons of invariance, on the other hand, we) must have 
the form 


tuy (P) = Sp» A (p*) + pup, B*)(p?) . (29) 
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Combining (28) and (29) we get 
| _ (p) = (— p? dy» + Py P,) x (p?) (30) 
with 
n+)(p?) = |j,|0> =a (p?) . (31) 
pap 


<0| [iu(2) a. 
= ear ee ” e(p) (— P? dy» + Pu P,) 2 (p*) (32) 


1(p jy |2><2|9,|0>. (32a) 


p@)=p 


We thus have 


Here it can be observed that if we compute the vacuum expectation 
value of the anticommutator instead of the commutator we get 


¢0| {iu (2), iy(2’)}|0> = 
1 a 
= eae | ape? - 9 (—p* Our + PuP,) = (2) (88) 
with the same function z (p?) in (38) as in (82). This follows imme- 
diately from the analysis above. Noting that 2(p?) =0 unless 
p? < 0 (this follows from Eq. (82a) and (24)) we can further write 
<O| [iu(2), 9,(2’)]|0> = 
wi ree ~ 
= gaye | ap Pe (p) [ da d(p* + 0) (—p* Oyo + PuP,)*(—@) = 
co 0 
; 02 ; 
=~ i [da(Oops— 5-55) 4 (2-2 0) 2(—a). (34) 
0 


Here A(x’ — z, a) is the usual singular function constructed with 
the ‘“‘mass”’ /a. Thus we also have 


— Le (2’—2)<0|[ju(2),4,(2’)]|0> = 


= [ da( 8p» se 957) A (a’ — 2, a) (—a) = 
0 


1 P ge a 
= aie [ap ere-9(—pPbyrt uP) *@) (85) 


x(p*) =P | a") da da (35a*) 


*) The letter P in Eq. (35a) indicates that the principal value of the integral 
has to be taken in the point a = — p*. 
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Returning to Eq. (25) we get with the aid of (24) and (82) 
<0|[A, (2), 4,(2’ ))10>= 


aR eae [dp o-e(p) \/ dad(p?+a) Fy» 
F,y = 6(a) (6,»-2M (-4) (5 4 PaPr \ _ 
mv = 6(4) (Suv Pu Py) + - pot —— 


= by»(8(a) + =<") + pyp, (72 -2Ms(a). (37) 


Putting 2)’ = 2 in (36) it follows from (5) that we must have 


1 rs - 
M= + / =f) as. (38) 
0 


The integral in (88) may diverge both for a = 0 and for a = oo 
The first divergency is of a kind usually classified as “infrared”’. 
It can always be avoided if we introduce a small photon mass yu. 
The function z will then vanish for a < 9 u?, and the denominator 
is zero only for a = u?. We will not investigate this point further. 
The convergence of the integral at infinity will be discussed later 
in this paragraph. 

Performing a differentiation with respect to the time ¢ in (36) 
and putting the two times equal afterwards, we obtain 


<0) [2F2, A(a’)]|0> = 68py dB 2) (1+ 0) - 
= ap [ape *- [da popup, e(p)d(p?+a)| "<2 Ms(a)]. (39) 


If u and » are both equal to 1, 2 or 8, the last integral in (39) is 
zero due to Eq. (88). If they are both equal to 4, we get 


ear [ep e509 | ap —a)(7" (25° — 2M 6(a)) = 


=i6(z’—2)x(0). 


If only one of the indices w and » is equal to 4, the integral will 
vanish due to reasons of symmetry. We thus have 


Col [= 4o(@"] [0 = 


Z=2,’ 


= -4 88’ 2) [Sur(1+%0)) 8:45, (0)]- (40) 
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Equations (40) and (6) are identical if 


1 


1+2(0)==— 


(41) 
which is our formula for L5). It now only remains to verify that 
Eq. (7) is consistent with the formulae (38) and (41). With the 
same method as used above we find from Eq. (36) 


C0] 22 50> —F0[ bese tae] eB 8 


which is in fact identical with (7) due to (41). 


If we consider the definition of the function 2(p?) in Eq. (32a), 
we observe that it is defined as a sum over only a finite number 
of terms or rather as an integral over a finite domain in p-space. 
(The two surfaces p? = 0 and p? = — m?, where in fact an infinite 
number of states exist, are of no importance, as the first kind of 
matrix elements will vanish in view of Eq. (24) and the second 
kind will vanish as a consequence of the charge-invariance.) If a 
solution to our equations exists at all, (p?) is thus a finite quantity 
for all values of p*. The question if L, M and 2(p?) are finite or 
not is thus answered, if we know the behaviour of x(p?) for large 
values of — p?. The assumption of the renormalization method is 
that although 7(0) might be infinite (and hence L = 1) the diffe- 
rence 2(p?) —2(0) (and thus also M) is finite. This means that 
z(p?) is not allowed to increase as strongly as — p? for large values 
of — p?. 

Concerning the general behaviour of the function z(p?), we will 
here only mention that it must be positive. This follows e. g. from 
the formula 


VD) <0|9, 12> <2 ju 10> = (— 9? Suv t+ Pu Py) 2 (p?) (43) 


p@=p 





if we here put « = vy = 1. As the xz-component of the current ope- 
rator is self-adjoint (not Hermitian, in view of the indefinite metric!) 
we have 


“ia 


<2|j2|0> = (<O|J2|2>)*(-1 (44) 
In Eq. (44) N® means the number of scalar photons in the state 
|z>. To obtain (44) we have made use of the explicit form of the 


5) A similar formula for the charge-renormalization but in terms of the un- 
renormalized current operator has been given by Umezawa and KaMEFUCHI, Prog. 
Theor. Phys. 6, 543 (1951). 
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metric operator as given by Gupta’) and BLEutER‘). Eq. (48) and 
(44) now give 
V . (z) ™ 
n(p*) =, 2 |<O|fe|2>[2(—1)"* - (45) 
Pz—P iia» 
The negative contribution to the sum in (45) from a state with a 
scalar photon will exactly cancel with the contribution from a si- 


milar state with a longitudinal photon, if we observe that the current 
is a gauge-invariant operator, and hence that we can write 


O|ju|2,4>=F,,<0| AP |k> (46) 


with 
F, yk,=9. (47) 


- ee) 

In (46) | z, k > means a state with one photon with energy-momen- 
tum k and other particles present, some of which may also be 
photons. The quantity Ff’, then depends on the vector k (but not 
on the polarization vector of the photon) and on the annihilation 
operators of the other particles. The only surviving terms in (45) 
will then be the contributions from the transversal photons and 
these terms are all positive. It thus follows 


n(p*) =0 (48) 
x(0) = [2 de>0 (49) 

0 

m(0) _ 
This property of the churge-renormalization has earlier been proved 
by Scuwiycer (unpublished) in a somewhat different way. I am 
indebted to professor Pauui for information concerning Scuwin- 
GER’s proof. 


Definition of the Constant K. 


The definition of K (the mass-renormalization) can be carried out 
in a way similar to that of the definition of L. Here we state the 
renormalization in terms of the matrix elements of the operators p 
between the vacuum state and a state | q > with only one electron 
present 


<0| p(2)|q> = <0| y(2) |q> (51) 


<0] f(2)|q>=0. (52) 


or 
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To investigate the last condition we compute the vacuum expecta- 
tion value of the anticommutator between f(z) and y (z’). 


<0 | {pO (a’ )> faz) $1 0>= 3 (<O] we?(2") a> <a fo(2) [O> + 


+ <O| fp(2) 1 <q|va'(2’)|0>). (58) 
With the aid of the formula 
N7-y(z’) )=ffens (x"—a’) dx” — fv x") y4S(x"—a') d3a”" (54) 
(Eq. (54) follows from the ‘iii of motion (8) — or rather its 


adjoint — and some well-known properties of the S-function) we 
can write 


N-*-£0|{9 2’), Ha)}10> = [<Ol{f(e"), f(a) }10» S(e"—2') de” 


—i | O\{p(2"), f(2)}| 0 4S(e"—2') Ba". (55) 

The three-dimensional integral in (55) contains the anticommutator 

of operators for equal times and can thus be calculated with the 
aid of (4). In view of the definition of f(z) in Eq.(2) we get 

{y(x"), f( (z)}= = (iey A(2) + K) y45(@— z")-N-? (56) 


<Ol{y(x" f(2)}|0> = K’y,d(@—a2" ’) (57) 


(in view of Eq. (18)) 


N-1£0|{H(2’),(2)}]0>= [ <Ol{/(2")- f(@)}|0> S(a”— 2") da" — 


—iK'S(2—2’); (K’ =K-N-). (58) 


Here again it is convenient to introduce a special notation for the 
anticommutator in (58). In analogy with (26) we write 


<O|{f,(2"); fa(2)}] O> = 
=s 3 ( [apeéne 4S (p?) + (inp +m) YO P*) teat 


Po>O 


+ [apr 1 SO '"(p?) + (yp +m) DO (p Pe) (59) 
Do<0 
8 
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(LP) + iy ptm) SP) pa=—V Ol fp|2> <2 [fal 0> (598) 


p) = Pp 


(S19) + (iy ptm) SW) p= VY (O| fal 2><E|fp| >. (59) 


p) =—p 


In view of the charge-invariance of the theory, we must. have 


—V 5" <0} (C-*f),|2> <2] (Cf)g| > = 


p= —p 
= SP") ipa + (ip +m) pq OP?) (60) 


where C is the charge-conjugation matrix of ScowincEr®), which 
has the following properties 


en? (61) 
iy O mgs (62) 
If we compare (60) and (59a) we get, considering (61) and (62) 
a wo -oe (68) 
i ge (68a) 
<O|{F.(@")s fo(2)}| 0> = 
= ae [Ape e(p){ IP) + Gy +m) FP You (64) 


We thus have 


As on page 423 we also have 


<O|[f.(2")> fy(2)] | O> = 


= igs [ aver e-{, (p*) + (iv +m) SP) You 
and 


— Le(a—2")<01 {7,(2"), f(2)}| = 


= aux | avere=E (v2) + ive +m) SP \}ou (66) 


5 ,(v) =P / 7A 9) da; (i= 1,2). (67) 


’) J. Scuwincer, Phys. Rev. 74, 1439 (1948). 
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With these notations we can write Eq. (58) as 
N-*<0| {yp (2’), f(z)}|0> = 
= agp | 42" fap eie-2922)¢ (p+ (typ +m) E(p)}S(0"-2') + 
~ (2x) P 2 Lary \P ITP 2\P 


+ aay | de" [ap ie 2 (p?) + (typ+m) 5, (P?)}S(x"—2') — 


—iK’ S(a2—2’). (68) 
As 


S(2) = ax [ dpel?*e(p) (iyp—m) d(p? +m?) 
Eq. (68) can also be written 
N*-<O|{y(2’), f(z) }| 0 = 
= —i[K’—$ (—m®)—ine(p)S (—m9]S(a—2'). (69) 
From Eq. (52), however, it follows that the right-hand side of (69) 


must vanish and, as 2,(— m?) = 0 in view of e. g. (59a), this means 


=F (—m) -/ =“ 9) da =K-N-*. (70) 
Eq. (70) gives the formula for K. Returning now to Eq. (51), we 
can write the matrix element of py between the vacuum and an 
one-electron state 


<0] v(2) 19> = 7 <0] v2) |@> + (1— 4) <0] vz) |a>- (71) 


The normalization constant N can be determined from the anti- 
commutator of y and y for equal times. Computing the vacuum 
expectation value of this quantity, we get in analogy with Eq. (25) 


<0|{9 (2), p(e’)}|0> =F 4 S(a’—a) [1+ 2(N—1)] + 
+ fae" de" Sq(a’—2") <0|{ F(x"), f(2")}| 0> S4(a" —2) = 
* ea, [apér-* e(p) [5(p2 + m2) aie) 


+ apPR {2 ,(0") +irp+mE ony re- m). (72) 


rP—t (2, + yp +m) Ey) ~22— = 


2mz, | _ 
(p? +m?)? p+ m? 





acne m) |=, = 
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we get for equal times with the aid of (4) 


—_—* << apt leetat 
N-2y, 8(@—2') =, 8(@—2") [= — 





“ d = a (74) 


and hence 


> (5, —m_?) )+2m Xr ‘(—m?)) (75) 


_ r E,(—a)d d=, (p? 
5'(—m) =— ee _ 42; (p") 





(76) 


dp |ptm—m'" 


As was the case with the function 2(p?), it is necessary if the renor- 
malization method is consistent that the difference 


5.0)-T im) i =1,2) 


e 


is finite, or that the integrals 


- 2;(-a) da 
| (p*+a) (a= m*) 


will converge. The last term in (75) is thus a finite quantity (apart 
from an infrared divergency for a = m?) but the first integral might 
be infinite. This is, however, not serious, as the normalization con- 
stant itself is not observable. As a matter of fact, it has been shown 
by Warp’) that, for an observable quantity, all infinities of this 
kind will disappear from the coefficients in an expansion in powers 
of the charge. 

We will end this paragraph with the observation that if one con- 
siders Eq. (68) as an identity in 2’, one concludes e. g. 


ae | dp eiv(e-2"” 
<O|F(2)|a>= gaye [ da" [ apeire*” x 
x [K’—$ (p%)—ine(p) 5 (p)— 
—(iyp+m)(X), (p*) +ime(p) Sr (p*))]<0| y%(2")|g> (77) 
where the equation of motion for y has not been used. One could 


7) J.C. Warp, Phys. Rev. 78, 182 (1950). 
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then try to compute the normalization constant N from (77) in the 
following way 


sala \ld>=— | Sa(e—2') Olf(e')|@>da’ = 


" 2; . 
= aye [ a2" { ap | (iyp—m)+inelp) GE (iyp—m)— 


54 (p?) —12 e(p) ies (p*)| <0| yr") g> ef P22") 


E, (p*) — 2, (—m*) 
p? + m2 





=N{—¥ (—m) —2m lim } <0| ya) lq). (78 

= p*+m'*—0 
In Eq. (78) the equation of motion for y and the fact that 2,(p?) 
vanishes for — p? < (m + yu)? has been used in the last step of the 
computation. (u is the small photon mass introduced to avoid in- 
frared divergencies.) The value obtained in this way for N is, 
however, not the correct value in Eq. (75). This error comes from 
the way in which we have ambiguously put 


> 


— [ 8,(2—2') (ys +m) ya) da’= yx’). (79) 


The left-hand side of (79) is not a well-defined mathematical sym- 
bol, and the example above shows that a formula of the kind of 
Eq. (79) is not always to be trusted. Similar observations have 
been made in the past by many authors‘). 


I want to express my deep gratitude to professor W. Pauti for 
his kind interest and valuable criticism and to the Swedish Atomic 
Committee for financial support. 


Appendix. 


The physical meaning of the functions 2(p*) and 2(p?) can be 
made clearer if we consider a system with an external electro- 
magnetic field. The influence of such a field can be taken into ac- 
count if we add the following two terms to the Lagrangian (1) 


1X" AM 2) (9,7, y] + LAY; (2). (A. 1) 


8) Cf. e.g. R. Karnpius-N. M. Kroiz, Phys. Rev. 77, 542 (1950); F. J. Dyson, 
Phys. Rev. 75, 1736 (1949) and G. Kauiin, Ark. f. Fys. 2, 371 (1950). 
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We then get the following equations of motion 


(y se +m) v(2) =F {49 (a), 7, v(a)}+ 1A? (2) y, v(z) + 
+K y(z) (A. 2) 


DAY (2) =— se = ' +L(0.49(2)— 


4%) 
a —49 (2) (A. 3) 


In the formulae above, A“(zx) is the external field and A“(z) the 
induced field. The former is a c-number and the latter an operator. 
The external current j(z) is given by 

is Fa 


i (a) = —(D AR ()— 552, ) 


(A. 4) 
If we suppose that we know the solution (%(2) and A,(z)) when 
the external field is zero, and that we have a situation where the 
external field is very weak, we can expand the operators above in 
a power series of the external field. It can be verified without diffi- 
culty that the first two terms in such an expansion are respectively 


v(2) = W(e)—i /Ly(2), (a) A e)de’ (A. 5) 


Ai}(2) = A,(2)—i if Li, (2), Ay (2)] AP (2") da’ + 


L 
= 4 


Substituting e. g. Eq. (A. 6) into the left-hand side of Eq. (A. 8) we 
obtain 


D149 (2) =—j,(2)— 34 T-H nf [Li,(2’), B(2)), yp (@)] AM(@’) da’ — 


rs 8y»— 84, 6,,) AO(2). (A. 6) 


-Fa=5 fi [B(2) yur Li,(2’), Pa) AP (@’) da’ + 


aa! (Lil), Agta] AE + [ile 2482] 40929) 
fae Vw pea) da! +55 Our—8uudr,) 45%2). 
(A. 7) 





On the Definition of the Renormalization Constants. 
Using Eq. (A. 5), (A. 6) and the formulae 
thinees 0Ay(2') OA 
i [ax (4,2), A(z) —— + [4,(2), 42] 42) = 


ae 0? A®)(x) Zz . 
=T-E Ga, 02, + Tr us AP(2) (A. 8) 





and 


- , 0A e , ’ 0? . ’ e , , 

| [tela SESS] AP (0) da’ = 5 [i (2'), Aa(2)] AP(2’) de’ + 
iL 0 ~~ 0A(z) 

ee = tm (A. 9) 


we can simplify the right-hand side of (A. 7) to 
Fae Ty CP (2) rv (2))—[¥ (2) —F(2), rul (2) —W(a))]) — 
a2 AMz) - 
~ =o Ge +O). (A. 10) 





0 x,0x, 


This expression differs from the correct current only in terms which 
are of second order in A(z). The verification of (A. 5) can be 
performed along similar lines and will not be given explicitly. 

If we now compute the vacuum-expectation value of the current 
operator, we obtain from (A. 6) with the aid of (A. 8) 


0] 4$2(a) |0>= Ft [ (1+ e(a—2')) O|LA C2"), ju(2)]|0> AP (a) da + 


—oo 


S » ' 
+ ==> 102) (A. 11) 


<0 | j{2(2) |0> = 
= gx [dpe?(—a(p") +H (0)—ixe(p) m(p%) #29) (A.12) 
where 


‘ 1 —* 
PO) = ame | dpe HP). (A. 18) 


The vacuum thus behaves as a medium with the complex dielectri- 
city-constant 
e(p*) = 1—2(p*) +2 (0) —inze(p) x(p?). (A. 14) 


The connection between the real and the imaginary part of e(p?), 





434 Gunnar KaAllén. 


which is expressed in Eq. (85a), is very similar to a formula that 
has been given by Kramers’) for a dielectricum. 

The expectation value of the energy which is transferred per unit 
time from the external field to the system of particles is given by 


0A 
[@ro| |0> = faa Fs ha <0] j(a) |O> + 


jx) A%z) AA Ma)1) A 
+1[ 0] 49(2)|— x12) — (0 | (2) |0)— (2) }) (Aaa) 


The time average of the terms proportional to L is zero, and the 
average of the first term is equal to 


1 ol 1 «e e 
eae | Apa(pt) 25 PH)M(—P) (A. 16) 


which is thus the energy of the real particles (photons and electron 
pairs) which are created per unit time by the external field. 


®) M. H. A. Kramers, Cong. Int. d. Fisici, Como, Settembre 1927. 





Winkelverteilung von gestreuten Neutronen an He* 
von P. Huber und E. Baldinger, Basel. 
(21. VI. 1952.) 


Zusammenfassung. Im Energiegebiet von 3—4,14 MeV wurde die Winkel- 
verteilung der elastisch an He‘ gestreuten Neutronen gemessen. Eine Phasen- 
analyse, wozu auch die Messresultate von ADAIR im Energiegebiet von 0,4—2,7 MeV 
benutzt werden, liefert als tiefsten Zustand ein P,,.-Niveau und 1,76 MeV héher 
ein P,,.-Niveau. 


Einleitung. 


In der Arbeit ,,Streuung von schnellen Neutronen an Sauer- 
stoff‘‘!) wurde gezeigt, dass aus dem relativen differentiellen Wir- 
kungsquerschnitt o(@), zusammen mit dem totalen Querschnitt o;, 
die Phasen der auftretenden Streuwellen berechnet werden kénnen. 


Aus dem Phasenverlauf lisst sich sowohl die Energie der Niveaus 
als auch der totale und der Bahn-Drehimpuls bestimmen. Zur Dis- 
kussion der Spin-Bahnkopplung ist es wiinschenswert, die Auf- 
spaltung der Niveaus bei leichten Kernen zu wissen. 


Fir das Experiment leicht zugianglich ist die Streuung von mono- 
chromatischen Neutronen an He‘. Aus der Analyse solcher Experi-_ 
mente kénnen die Niveaus im Zwischenkern He5 bestimmt werden. 
Es liegen bereits eine grosse Reihe von Streumessungen?)®)*) 5) ®) vor. 
Als erste haben BAaLpincER, Huser und Sravs bei 2,6 MeV Neu- 
tronenenergie Messungen an He* ausgefiihrt. StauB und Tarte. 
konnten durch Bestimmung der Riickwiartsstreuung zeigen, dass 
der P-Zustand aufgespalten sein muss. Die Grésse der Aufspaltung 
war aber nur qualitativ angebbar. Aparr®) kommt auf Grund einer 
Extrapolation der (p-He)-Streuung zu einer Aufspaltung der P3,. 
und P,),-Zustinde von 5 MeV. 


1) E. Batpincer, P. Huser & W. A. Proctor, Helv. Phys. Acta, 25, 142, 1952. 
2) E. Batpincer, P. Huser & H. Sravs, Helv. Phys. Acta, 11, 245 (1938). 

3) H. H. Barscuaty & M. H. Kanner, Phys. Rev. 58, 590 (1940). 

4) H. Straus & H. Tartet, Phys. Rev. 57, 936 (1940). 

5) T. A. Hatt & P. A. Koontz, Phys. Rev. 72, 196 (1947). 

6) R. K. Apatr, Phys. Rev. 86, 155 (1952). 
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—  Apparatur und Messmethode. 


Als Neutronenquelle diente uns die dd-Reaktion. Die Deuteronen 
konnten bis zu maximal 1 MeV beschleunigt werden. Streumes- 
sungen wurden im Energiebereich 3,01—4,14 MeV ausgefiihrt. 
Apparatur und Messmethode sind in einer friiheren Arbeit be- 
schrieben'). Die Ionisationskammer besteht aus 2 parallelen Platten 
mit 1 cm Distanz und 4 cm Durchmesser der Auffinger-Elektrode. 
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Fig. 1—15. 
Relative differentielle Querschnitte fiir die n-He‘-Streuung. Die in Fig. 1—8 
dargestellten Messwerte (-) sind von Apair, die Stufenkurven von uns gemessen. 
Die Kreuze geben die aus den Phasen berechneten Werte. Als Abszisse ist der 
Cosinus des Streuwinkels ©, als Ordinate ein rel. Mass des differentiellen Quer- 
schnittes aufgetragen. 


Die Neutronen wurden parallel den Platten eingestrahlt. Die 


Kammer ist mit 16 ata Helium gefiillt. Die Reichweite der Riick- 
stosskerne bei 4 MeV-Neutronenenergie betragt 7 mm. 


Ergebnisse. 


Die von uns neu gemessenen, relativen, differentiellen Streu- 
querschnitte sind in den Fig. 9—15 dargestellt. Die Fig. 1—8 zeigen 
die von Aparr gemessenen differentiellen Querschnitte. Als totalen 
Querschnitt benutzten wir die Messungen von Basuxk1n, Moorine 
und Petree’) (Fig. 16). 


G 








2 3 
Neutronenenergie (MeV) 
‘Fig. 16. 
Totaler Querschnitt fiir die (n-He*)-Streuung nach BasHKIN u.a. Die Kreuze (x) 
geben die aus den Phasen (Fig. 17) berechneten Werte. 


7) BasHKIN, Moorine & Petrez, Phys. Rev. 82, 378 (1951). 
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Die Theorie des Streuprozesses mit Spin-Bahnkopplung und 
Spin 0 des Streukernes wurde von Biocu®) und anderen gegeben. 
Der differentielle Wirkungsquerschnitt der gestreuten Neutronen 
lasst sich durch die Phasen der einzelnen (I, 7)-Streuwellen be- 
schreiben. (! Bahndrehimpuls, 7 = | + 3 totaler Drehimpuls): 


ka (0) = Px (21+1)-#[(1 +1) e! N+43in Ny tle "Hsin m-4) ¥e|" 
/1(1+1) + 2 
1 ( oy a) ef (44+ MD sin (144—™~3) | Yi . 


Es bedeuten: k Wellenzahl der gestreuten Neutronen 
@ Streuwinkel des Neutrons im Schwerpunktssystem 


j = +4 Phase der auslaufenden Streuwelle mit dem totalen 
Drehimpuls j 


Y? und Y} normierte und zugeordnete Kugelfunktion 1. Art. 


Integriert man den differentiellen Querschnitt iiber den ganzen 
Winkelraum, so bekommt man den totalen Streuquerschnitt: 


4n ‘ ee 
O,= 3 ( ) sin? 7,44 +1 sin? 7,_,]. 


Zur Phasenanalyse benutzten wir Streuwellen bis | = 2. Analy- 
siert wurde mit einem Analogie-Rechengerit®). Mit diesem Gert 
war es méglich, ca. .10—20 Kurven pro Stunde auszurechnen. Die 
Phasenwerte wurden so ausgewahlt, dass zunichst der totale Quer- 
schnitt stimmte, und dann unter Einhaltung dieser Bedingung so 
geandert, dass auch der differentielle Querschnittsverlauf méglichst 
gut beschrieben werden konnte. Der Phasenverlauf der die experi- 
mentellen Resultate am besten wiedergibt, ist in Fig. 17 aufge- 
zeichnet. Wie gut die Messwerte dadurch dargestellt sind, zeigen 
die Kreuze (x) in den Fig. 1—15. Die Wiedergabe des experimen- 
tellen Materials durch diese Phasen ist recht befriedigend. Dass 
die experimentellen Kurven keine Spitzen enthalten, ist durch den 
Untergrund der Messanordnung bedingt. 


Der Phasenverlauf gibt im vermessenen Energiebereich zwei 
breite Niveaus. Das tiefere entspricht einem P;,, das héhere einem 
P3).-Zustand. Das P,,.-Niveau ist wesentlich unschiarfer als das 
P3/,-Niveau. Als Niveau-Energie wollen wir die Energie ansehen, 
bei der die Phase den Wert 90° annimmt. Im totalen Streuquer- 
schnitt besitzt bei 7, ; = 90° der Anteil der (I, 7)-Streuwelle den 


8) F. Biocn, Phys. Rev. 58, 829 (1940). 
®) E. Batpincer, Helv. Phys. Acta (im Druck). 
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maximalen Wirkungsquerschnitt. Mit dieser Festsetzung der Ni- 
veau-Energie liegt der P3/.-Zustand bei 41,3 = 1,04 MeV, das 
P4j/,-Niveau bei 2,8 MeV. Im Schwerpunktssystem ergibt sich dar- 
aus eine Aufspaltung des P-Niveaus von 1,76 MeV. 

Der Phasenverlauf der P3,,-Streuwelle zeigt im Energiegebiet 
2,2—3 MeV eine kleine Einsattelung. Mit unserer Messgenauigkeit 
kénnen wir nicht feststellen, ob diese Einsattelung reell ist. Die 
Phasen der D-Wellen mussten in die Rechnung einbezogen werden, 
um die experimentellen Kurven der differentiellen Querschnitte 
gut wiedergeben zu kénnen. 








Phasenverlauf. Die gestrichelten Kurven stellen die von BircEt berechneten 
Phasenwerte dar. 


Diskussion. 


B. Béree.?!®) hat fiir ein Kastenpotential und Spin-Bahnkopp- 
lung den Phasengang fiir die n-He*-Streuung berechnet. Als Poten- 
tial beniitzte er folgenden Ansatz: 


[A (l &) + B] V(r) 


A = — 8,41 MeV V(r) = 0 fiir r > 2,55-10-13 cm 
B = — 33,0 MeV = 1 fiirr < 2,55-10-}3 cm. 


Seine berechneten Phasenwerte sind in Fig. 17 eingetragen. Die 
D-Phasen sind sehr klein (~ 0). Bis zu 2 MeV Neutronenenergie 
stimmen diese Phasen einigermassen mit den experimentell gefun- 
denen iiberein. Fiir héhere Energien dagegen ist auch keine an- 
geniherte Ubereinstimmung vorhanden. Vor allem die P,;.-Phasen 
besitzen ganz verschiedene Werte. 


10) B. BURGEL, miindliche Mitteilung. 
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Bei dem flachen Anstieg der P-Phasen wird, sofern man iiber- 
haupt noch von einem Niveau sprechen kann, dasselbe sehr breit 
und seine Lebensdauer ist nur noch ca. 103mal kiirzer als die Zeit, 
die das Neutron braucht, um den Kern zu durchqueren. Die Fest- 
legung einer Niveau-Energie, wie wir das im vorigen Abschnitt 
getan haben, ist daher recht problematisch. Unsere Festlegung war 
so, dass bei dieser Energie der Querschnitt der entsprechenden 
(l, 7)-Streuwelle maximal ist. Ein Vergleich mit anderen Unter- 
suchungen ist nicht ohne weitere Kenntnisse méglich, da im 
allgemeinen andere Gréssen fiir die Festlegung der Niveauenergien 
herangezogen werden: Apair®) hat auf Grund von p-He*-Streu- 
messungen??) und eigenen n-He*-Streuungen die Aufspaltung des 
P-Niveaus zu 5 MeV bestimmt, wobei iiber ein weites Energiegebiet 
extrapoliert werden musste. Wenn man die gleiche Festlegung der 
Niveauenergie, wie in dieser Arbeit, annimmt, so kommt man im 
Vergleich zu unserer Messung dennoch zu einer erheblich héheren 
Aufspaltung (ca. 4—5 MeV). Es scheint uns; dass eine Extrapolation 
bei diesem breiten Niveau kaum mehr zulassig ist. LELAND und 
AcNnEw??) haben bei der (7', T)-Reaktion zwei Neutronengruppen 
gefunden, die sie als Zerfallsneutronen des He*® Zwischenkernes 
deuten. Danach hatte der He5-Endkern, der nachtraglich weiter 
zerfallt, zwei virtuelle Zustaénde mit einer Aufspaltung von 2,6 MeV. 
Der tiefere Zustand wire dem P3)., der héhere dem P,,,-Niveau 
zuzuordnen. 


Herrn Dr. W. Proctor danken wir fiir die Hilfe bei den Mes- 
sungen. Die Herren Prof. M. Frerz und Dr. K. BLeuLER haben 
uns durch wertvolle Diskussionen unterstiitzt. 


11) Freier, Lampi, SLEATOR & WILLIAMS, Phys. Rev. 75, 1345 (1949). 
12) W. J. Letanp & H. M. Acnew, Phys. Rev. 82, 558 (1951). 
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